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1 Indledning

Folgende er en besvarelse af rapport opgaven pa logik kurset ved DIKU foraret
2005 udarbejdet af Anders Vaaben Andersen. Sigtet med opgaven er at fgre
lzeseren gennem et bevis for [4 + 4 L ¥ + 4] med udgangspunkt i Peanos ax-
iomer. Det er tilstreebt at rapporten kan laeses uden stgrre forhandskendskab
til formel bevisfgrelse, dog forventes et kendskab til de logiske symboler, samt
kendskab til begreberne frie og bundne variable.

Beviset er produceret i pyk sproget hvilket har muliggjort en maskinel kon-
trol af bevisets korrekthed og er publiceret pa DIKUS lokale logiweb system.
Fra webadressen

http://www.diku.dk/ grue/logiweb /20050502 /home/vaaben/proofreport /lates

kan man hente denne rapport bade som pyk kildetekst, som LaTeX fil, som
dvi eller som pdf. Yderligere kan man pa den ovenstaende URL se at Logiweb
siden er godkendst.

Siden er baseret paden oprindelige "Peano’ side af Klaus Grue og alle dens
konstruktioner er inkluderet direkte pasiden. Denne side kan findes pa

http://www.diku.dk/ grue/logiweb /20050502 /home/grue /peano/ GRD-2005-]
06-22-UTC-07-23-31-271829/

Fokus vil primeert veere pa hvorledes et formelt bevis forlgber samt metoder
til at undga at beviserne bliver for store og uoverskuelige. Der vil undervejs
blive refereret til seetninger fra [2] desuden vil beviserne i hovedtraek veere fort
pa samme made.

2 Logiweb

Kort fortalt er Logiweb [1] et system til at publicere sider med matematisk
indhold, hvor korrektheden af det matematiske indhold bliver kontrolleret af



Logiweb serveren. En Logiweb side starter som en pyk kildetekst, der indeholder
fglgende elementer:

e PAGE, som definerer sidens navn.

e BIBLIOGRAPHY, referencer til andre Logiweb sider, hvorfra pyk kon-
struktioner importeres.

e PREASSOCIATIVE/POSTASSOCIATIVE der bestemmer associativitets
regler samt hvilke konstruktioner, der skal importeres fra siderne i bibli-
ografien.

e BODY indeholder kroppen af en TeX fil med pyk konstruktioner indlejret.

Pyk konstruktionerne bliver dels oversat til et bingert format der kan laeses
af logiweb serveren og dels oversat til TeX. Den binsere version bruges til at
checke sidens korrekthed, mens TeX versionen automatisk bliver oversat til dvi
og pdf nar pyk compileren er feerdig.

Noget egentligt kendskab til Logiweb forudseettes ikke i det folgende da
pyk compileren i samarbejde med TeX producerer laeselig matematisk notation.
Safremt leeseren har et gnske om at tilegne sig yderligere kendskab til logiweb
systemet kan hevises til base page som denne rapports Logiweb side inkluderer

(http://www.diku.dk/ grue/logiweb/20050502/home/grue/base/latest/).

Alternativt kan man hente kildeteksten fra den URL, der blev naevnt i in-
dledningen. Hvis man allerede er fortrolig med TeXs syntaks burde det veere
nemt at identificere de dele der bliver fortolket af pyk kompileren. De forskellige
centrale pyk konstruktioner kan desuden ses i fodnoterne efterhanden som de
bliver introduceret mens appendix A indeholder alle de knap sa centrale.

3 Peano aritmetik

Som naevnt indledningsvis vil rapporten gennemga et formelt bevis for seet-
ningen [VxVyx—i—y £ y+]. Peanos axiomer der vil blive benyttet som
udgangspunkt for beviset er en axiomatisering af de naturlige tal samt sym-
bolerne plus, gange og lighed. Pa et intuitivt plan er axiomerne oplagt sande
udsagn om de naturlige tal, men hvad der er knap sa oplagt er at de medfgrer
grundlaeggende egenskaber som associativitet, distributivitet og den egenskab
som vil blive vist i det folgende: kommutativitet.

Hvor man i de fleste matematiske tekster vil undlade detaljer der ma be-
tragtes som indlysende vil beviset i det efterfslgende vaere udpenslet saledes
at enhvert argument kan spores tilbage til axiomerne. Hovedmotivationen for
axiomatisering og formel logik har netop veeret at give matematik et sa solidt
grundlag at intet var overladt til intuition, samt undgade paradokser der opstod
af et for lgst matematisk fundament.



3.1 Symboler i Peano aritmetik
3.1.1 Termer

Termer er opbygget af folgende symboler:

e Variable, der reprasenteres af de sma bogstaver fra det engelske alfabet:
[a] - [2]. [0]' svarer til symbolet nul. Alle andre tal defineres induktivt
som efterfglgere [x']?, af hinanden.

e Derudover kan termer indeholde plus [x +y]?

e Gange [x:y]™.

3.1.2 Formularer
Formularer er opbygget af:
e Lighed [x £ y]® mellem termer.
e Negation [-x]% af en formular
e Implikation [x = y]” mellem formularer.
e universel kvantifisering [¥x:y]® af en formular.

Bemeerk at implikation i det fglgende er hgjre associativ modsat konventio-
nen i Mendelson.

3.1.3 Andre symboler

Derudover kan fglgende almindeligt kendte symboler umiddelbart defineres ud-
fra de ovenstaende:

e Een: [i]? som
=0

e To: [2]'Y som

5 Pyk
1[0 "= “peano zero”|

pyk
2[x' =" “x peano succ”]

. pyk
3[x4y = “ peano plus *”]
pyk

4lx'y "= “x peano times *”]
k

5x £y X “x peano is #7]

64 x Py “peano not *”|

k
Tx=y PX® “4 peano imply |
pyk

8[¥x:y "= “peano all x indeed *”]
9= Py “peano one” |
1019 "= Py “peano two”]



Logisk og: [x A y]'! som

x Ay == (x=y)]

Logisk eller: [x V y]'? som

¥y = x 2y

Biimplikation: [x < y]** som

x&y=(x=y) Ay = x)]

Eksistens: [3x:y]'* som
[Gx:y = S Vx: Ay]

Symbolerne er defineret som makroer, dvs pyk compileren erstatter dem med
definition fgr siden bliver kontrolleret. Jeg har dog valgt udelukkende at holde
mig til de oprindelige symboler da jeg synes det ggr det vaesentligt nemmere at
overskue korrektheden af et bevis end nar forskellige symboler daekker over helt
akvivalente udsagn.

Det skal bemeerkes at hvor Mendelson skelner i sin notation mellem termer
og formularer, sa er der i den underliggendende pyk implementation for denne
rapport benyttet sakaldte metavariable til bade termer og formularer. Dog kan
man altid udlede af konteksten hvad et symbol repraesenterer sa det burde ikke
skabe forvirring.

3.2 Axiomer

Axiomerne er det fundament hvoraf ssetningerne i en teori kan opbygges. Logst
sagt kan man beskrive dem som de 'grundantagelser’ der er ngdvendige fgr man
kan drage konklusioner om noget som helst. Peano aritmetikken bestar af 14
axiomer samt 2 slutningsregler, hvoraf de 5 fgrste axiomer er de logiske axiomer,
der er feelles for alle forste ordens teorier, mens de 9 ’aegte’ axiomer er specifikke
for Peano aritmetik.

System [S]'®

[Theory S']
3.2.1 De logiske axiomer

De logiske axiomer beskeeftiger sig ikke med termer men udelukkende med sam-
menhznge mellem formularer. Al - A3 er de grundleeggende for formelle teorier,
mens A4-A5 yderligere fastleegger en forste ordens teori.

. pyk
Hix Ay = “x peano and *”]
. pyk
12[x Vy "= “x peano or *”]
: ., Pyk .
Bx &y = “ peano iff "]

: pyk . .
14[3x:y = “peano exist * indeed *”]

pyk .
15[S" *=" “system prime s”|



(AL, [A2]'7, [A3]'S, [A4]", og [A5]*
S’ rule A1':VA:VB: A= B => Al
[’ rule A2:VA:VB:VC: (A= B=C) = (A= B) = A= ()
S’ rule A3:VA:VB: (4B = - A) = (4B = A) = B
[S' rule A4':VC:VA:VX:VB: [Al=([B]|[X] := [C]) - VX: B = A

S’ rule A5": VX' VA: VB:nonfree([X],[A]) I VA:(A = B) = A =
VX: B]

Bade axiom A4 og A5 har sidebetingelser for deres anvendelse. Ads side-
betingelse kraever at [C] er fri for [X] i [B]. [X] kan eventuelt veere lig [C]
Abs sidebetingelser er at der ikke findes nogen frie forekomster af [X] 1 [A].

3.2.2 Slutningsregler

De to slutningsregler Peano aritmetik er:
[MP/]Zl og [Gen/]22

[S" rule MP":VA:VB: A = B+ AF B
[S" rule Gen’: VX:VA: A - VA: A

Bemerk at begge regler benytter symbolet F . Symbolet betyder at det der
star efter det sidste - symbol kan konkluderes hvis man allerede har vist de
formularer, der star foran F symbolerne. Intuitivt svarer det til symbolet =
men med den afggrende forskel at = er et symbol i Peano sproget mens F
betyder at det er en forudssetning der skal veere opfyldt for man kan bruge en
szetningen eller reglen. Modus ponens der er den primaere logiske slutningsregel
gor os i stand til at slutte [5] nar man allerede har vist [A = B] hvis man allerede
har vist [A]. Jeg vil senere komme ind pa hvorledes man kan konstruere et bevis
for at [A = B] nar man har et bevis for [A F B].

I det fglgende vil jeg betegne det der star foran - som en ’forudsaetning’,
mens jeg vil betegne det der star foran = som en "hypotese’. Desuden vil jeg for
seetninger med flere hypoteser ( f.eks [Z = H = A] ) betegne hypotesen leengst
til venstre som den fgrste eller forreste mens jeg for forudsztninger vil betegne
forudssetningen leengst til hgjre som den forste eller forreste.

161A1/ P waxiom prime a one”]
17(A2 XX waxiom prime a two”]
18173/ XX “axiom prime a three”]
191A4/ PXE xiom prime a four”]
20[A5! P2 waxiom prime a five”]
21 MP’ XX wpyle prime mp”]

pyk .
22[Gen’ "= “rule prime gen”|



3.2.3 De xgte axiomer

De sidste 9 axiomer er regneregler, der fastleegger egenskaberne for plus, gange
og lighed. Axiomerne der er valgt afviger en smule fra dem, der er beskrevet
i Mendelson idet Mendelsons axiomer udtaler sig om forhold mellem variable
mens disse axiomer udtaler sig om forhold mellem termer. De to axiomssat er
dog fuldsteendigt sekvivalente og kan hver isser nemt udledes fra det andet.
Bemerk det sidste og meget centrale axiom. Det er dette axiom, der tillader
induktionsbeviser, hvilket bliver essentielt i de tre store afsluttende ssetninger

fra Mendelson.
[811}23, [821}24, [83/}25, [84/}26, [85/]277 [86/]28, [87/]29, [88/]30, [89/]31.

[S" rule S1:VA:VB:VC: AZB= A2 C = B2
[S" rule S2:VA:VB: A2 B = A £ B
[S" rule S3":V.A: -0 £ A']
[S" rule S4":VA:VB: A £ B = AL p]
[S" rule S5":VA: A+ 02 A
[S’ rule S6':VA:VB: A+ B £ (A+B)
[S" rule S7/:VA: A0 £ (]
[S’ rule S8":VA:VB: A:(B') £ (A:B) + A
[S" rule S9":VA:VB:VC:VX:
B=(A|X :=0) i+ C=(A|X == X") I
B=>VX: (A= C) = VA: A
4 Seetninger
Som naevnt indledningsvis vil beviset blive fort fra bar bund. Dvs de eneste

linjer der kan bruges i beviset er axiomer, slutningsregler eller ssetninger, der
er bevist pa denne logiweb side. Jeg vil i nogle tilfselde praesentere beviserne

pyk . .
23[S1’ "= “axiom prime s one”]

pyk : .
24192’ "= “axiom prime s two”]

o7 PYk . .
25[83’ =" “axiom prime s three”|

5 pyk . .
26[S4/ *=" “axiom prime s four”]
pyk . .
27[S5’ =" “axiom prime s five”]
pyk . . .
28[S6’ "= “axiom prime s six”|

pyk . .
29[S7’ "= “axiom prime s seven”|

- k
30138/ PX* “axiom prime s eight”]

pyk . . .
31189’ "= “axiom prime s nine”]



i omvendt reekkefglge saledes at man pa forhand kan se at de enkelte lemmaer
tjener et formal. I hovedtrak vil beviserne folge de beviser, der er beskrevet
i Mendelson, men specielt i forbindelse med brug af seetning 2.5 (Deduktions
seetningen) vil der blive foretaget nogle afvigelser.

Indledningsvis vil jeg dog bevise nogle helt grundleeggende egenskaber ved
Peano aritmetik. Det allerfgrste resultat der skal vises er fglgende:

4.1 Mendelson Lemma 3.2 (a)
L3.2(a)]>

Det fgrste bevis stammer fra den oprindelige Peano side og da beviset er
rimeligt simpelt er det en god introduktion til hvordan et formelt bevis ser ud:
[M3.2(a)]**
[S lemma L3.2(a): VA: A £ 4]

S’ proof of L3.2(a)":

LO1:  Arbitrary > A ;
L02: S5 > A+02 A4 ;
LO3: Sl > A+02 A=

A+0Z A= A2 4 :
L04: MP’ > L03 > L02 > A+02 A3 A2 4 ;
LO5: MP/ > L04>L02 > AL A O

Den allerfgrste linje siger at beviset geelder for vilkarlige [Al.

Linje 2 og 3 instantierer axiomerne S5 og S1. Bemsaerk at for linje S1 i
linje 3 er [C] og [B] valgt lig [A] saledes at de to hypoteser er lig hinanden og
konklusionen er det gnskede resultat. Samtidig er S5 i linje to valgt sa den
matcher de to hypoteser i linje tre.

Derfor kan beviset nemt afsluttes ved at bruge modus ponens med linje to
pa linje tre og derefter en gang til med linje to pa linje fire.

Bemeerk brugen af trekant symbolet. For hver forudsaetning til en regel eller
seetning beskriver udtrykket efter et af trekantsymbolerne hvordan forudssetnin-
gen er overholdt. Fremover vil modus ponens dog istedet veere reprasenteret
ved symbolet &> mellem de to forudssetninger.

4.2 Mendelson Lemma 3.2 (b)

I sit bevis for naeste bevis benytter Mendelson fglgende tautologi [(A = B =
C) = (B = A= ()], men som det kan ses af beviset er der benyttet en lidt
anden saetning.

[M3.2(b)]**

32[L3.2(a)’ P emma prime 1 three two a”|
33[M3.2(a) PXX “mendelson three two a’]

341M3.2(b) P2 ¢ lemma prime 1 three two b”]



[S" lemma M3.2(b):VT:VR: 7 £ R = R £ T]

S’ proof of M3.2(b):

L01:  Arbitrary > T ;
L02:  Arbitrary > R ;
L03: Sl > TER3TETRET ;
L04: L3.2(a) > T2T :
L05:  M1.10(b) > L03 > L04 > TER=2RET m

Den afggrende observation her er at tautologien ovenfor essentielt svarer til
M1.10(b), der udsiger [A = B = C+ B+ A= B]. Som det kan ses af beviset
er det netop denne regel der er benyttet den afsluttende linje. M1.10(b) opnas
ved en enkelt anvendelse af deduktions seetningen (M1.9) pa folgende trivielle
seetning:

[M1.10(b_)]*®
[S" lemma M1.10(b_):VA:VB:VC: A= B=CFBF AFC]

S’ proof of M1.10(b_):

LO1:  Arbitrary > A ;
L02:  Arbitrary > B ;
L03:  Arbitrary > C ;
L04: Premise > A=B=C ;
L05:  Premise > B ;
L0O6:  Premise > A ;
LO7: L04>L06 > B=C ;
L08: LO7™>L05 > C ad

Bemeerk at jeg kalder seetningen M1.10(b_) selv om den ikke er neevnt i Mendel-
son. Navnet skyldes at den svarer til M1.10(b) hvor M1.10(b) i stedet for den
fgrste forudsasetning har en hypotese.

Problemet er nu at M1.9 ikke bliver bevist formelt saledes at man uden
videre kan introducere det pa siden og rent faktisk gaelder M1.9 ikke ubetinget
for fgrste ordens teorier. Til gengaeeld praesenteres en betinget version for forste
ordens teorier, hvor der tages forbehold ved brugen af Gen i beviser:

M2.5: Antag at der i et bevis for [B - C] ikke benyttes Gen pa en linje som
athaenger af [B] saledes at den kvantifiserede variabel er en af [B]s frie variable.
Da eksisterer et bevis for [B = (]

Hertil bemaerkes at ovenstaende bevis ikke benytter Gen og korollar 1.10
geelder derfor ogsa i forste ordens teorier.

Beviset er dog langt fra feerdigt idet M2.5 ikke er et formelt bevis og derfor
ikke uden videre kan inkluderes pa siden. Beviset er derimod konstruktivt,
dvs den skitserer en algoritme til at konvertere et bevis for en sztning med en
forudsaetning til et bevis, for en s@tning med en tilsvarende hypotese.

pyk

35[M1.10(b-) mendelson corollary one ten pre b”]



4.2.1

Deduktions algoritmen

I forste omgang beskrives den 'ra’ ufortolkede version af deduktionsalgoritmen.
Indledningsvis ekspanderes alle beviser saledes at beviset udelukkende bestar
af hypoteser, axiomer og de to regler. Deduktions algoritmen for at sendre en
forudseetning til en hypotese [H] forlgber saledes, hvor de seetninger der refereres
til fglger umiddelbart efter:

Hypotesen erstattes af 5 linjer der, viser at [H = H], hvor de 5 linjer
svarer til beviset for [M1.7]

En linje bestaende af et axiom pa formen [A] erstattes af tre linjer, der
viser at [H = A] med to linjer der svarer til [Tilfpjhypotese] samt det
oprindelige axiom.

Tilsvarende erstattes en linje med modus ponens der virker ved [A = B
A F B] med 3 linjer, der udfgrer [H = A = B+ H = A+ H = B
svarende til [MP1]..

En linje med Gen erstattes af 3 linjer, der erstatter [VX:A] med [H =
VX A] svarende til [Gen ].

For hver linje over hypotesen tilfgjes 2 linjer svarende til [Tilfgjhypotese].

Folgende fire seetninger stammer fra den oprindelige Peano side og er yderst
anvendelige nar man vil konvertere et bevis med forudssetninger til et bevis for
en saetning med en forudssetning mindre.

Lemma [M1.7]°%, svarer til M1.7 og udsiger:

[S" lemma M1.7:VB: B = B]

S’ proof of M1.7:

LO1:
L02:
LO03:

LO04:
LO05:
LO06:

4.2.2

Arbitrary > B ;
Al > B=(B=B)=8 ;
A2 > (B=(B=B)=B8)=
(B=>B=8B)=B=28 ;
LO3 > 102 > (B=>B=B)=B=258 ;
Al > B=>B=8 :
LO4 > L05 > B=B O

Hypothetitisk modus ponens

Hypotetisk modus ponens [MP{]*7 tillader brugen af modus ponens ’bag’ en
hypotese. Dvs. begge forudsatninger samt konklusionen har den samme hy-
potese.

[S" lemma MP}:VH:VA:VB:H = A= BFH=> A-H = B

aa pyk
36[M1.7 "= “mendelson one seven”]

Kk
3T[MP;, PX* “hypothetical rule prime mp”]

10



S" proof of MP1:

LO1:  Arbitrary > H ;
L02:  Arbitrary > A ;
L03:  Arbitrary > B ;
L04: Premise > H=>A=B ;
L05:  Premise > H=>A ;
L06: A2 > H=>ASB)=>(H= A =
H=B ;
LO7:  L06>L04 > (H=A)=H=B :
LO8: LO7>L05 > H=B O

Hvor de tre sidste linjer er dem, der blev naevnt i algoritmen.

4.2.3 Tilfgj hypotese

Lemma [Tilfgjhypotese]®® tillader som tilfgje en vilkarlig hypotese til forudsaet-
ningen:

[S’ lemma Tilfgjhypotese: VH:V.A: A+ H = A|
S’ proof of Tilfgjhypotese:

LO1:  Arbitrary > H ;
L02:  Arbitrary > A ;
L03: Premise > A ;
L04: Al > A3>H=SA ;
LO5:  L04>L03 > H=>A t

De to nederste linjer samt forudgaende instantiering af selve axiomet udggr de
naevnte tre linjer
4.2.4 Hypotetisk generalisering

Hhypotetisk generalisering [Gen]]*? tillader som ved hypotetisk modus ponens
at man kan benytte Gen’ ’bag’ en foranstaende hypotese H:

[S" lemma Gen): VH: YX: VA: nonfree([X7, [H]) = H = AF H = VX: A
S" proof of Geny,:

LO1:  Arbitrary > H ;
L0O2:  Arbitrary > X ;
L03:  Arbitrary > A ;
L04:  Side-condition > nonfree([X7, [H]) ;
L0O5:  Premise > H=A ) ;
L06: A5 > L04 > VX:(H= A) = H= VXA ;
LO7:  Gen' >L05 > VX (H = A) ;
LO8:  L06 > LO7 > H=VA A o
De tre sidste linjer er dem, der fremkommer af deduktions algoritmen.
38[Tilfgjhypotese Py “hypothesize”]

Kk
39[Gen;, PX® “hypothetical rule prime gen”|

11



4.2.5 Korollar M1.10b

Med disse redskaber kan vi nu returnere til beviset for [M1.10(b)]*°. Husk
at beviset for M1.10(b_) netop svarer til M1.10b bortset fra at konklusionens
hypotese indgar som en forudssetning.

[S" lemma M1.10(b):VA:VB:VC: A= B=CF BF A= (]

Det resulterende bevis er oversat linje for linje fra M1.10(pre-b)med de ovenstaende]
regler:

S’ proof of M1.10(b):

LO1:  Arbitrary > A ;
L0O2:  Arbitrary > B ;
L03:  Arbitrary > C ;
L04: Local > H=A ;
L05:  Premise > A= B=C ;
L06: Premise > B ;
LO7:  Tilfgjhypotese > LO5 > H=>A=>B=C ;
L08:  Tilfgjhypotese > L06 > H=DB ;
L09: MI1.7 > H=A ;
L10:  LO7 >y LO9 > H=>B=C ;
L11:  L10>y LO8 > H=C a

Hvis man ikke teeller den enkelte define med er beviset nu blevet en linje leengere
for hver af de to resterende forudssetninger, men svarer ellers fuldsteendig til det
oprindelige. Det er dog veerd at bemaerke at eftersom [A] er identisk med [H]
konkluderer den forste modus ponens at [A = B = C] hvilket stadig haves som
forudsaetninger, hvilket ggr linjen overfladig.

Med beviset for M1.10(b) er beviset for M3.2(b) samtidig blevet afsluttet.
Det kan sikkert virke pa laeseren som en ungdvendigt detaljeret gennemgang
af et ikke seerligt kompliceret bevis, men metoden med brug af setninger, der
kun modificerer konklusionen og ikke hypotesen af et udsagn, viser sig helt
uundveerlig i de senere induktionsbeviser.

Hvor Mendelson i sine beviser hver gang starter med en forudsstning som
han til sidst sendrer til en hypotese ved brug af deduktions setningen (M2.5),
bliver man her ngdt til at sleebe hypotesen med fra start til slut. Netop derfor
er det afggrende at have de seetninger, der tillader at hypotesen kan ignoreres.

4.3 M3.2(c)

Den naeste satning, der bliver brug for minder i udpraeget grad om axiom S1,
men med termerne permuteret saledes at den ikke kan opnas ved en direkte
anvendelse af axiomet:

[M3.2(c)]*!

40[M1.10(b) PXX “mendelson corollary one ten b”]

411M3.2(c) PXX « lemma prime 1 three two c”]
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[S" lemma M3.2(c):VT:VR:VS: T2 RS RES =T £ 5]
S’ proof of M3.2(c):

L01:  Arbitrary > T ;
L02:  Arbitrary > R ;
L03:  Arbitrary > S ;
L04: S>> RETSRE2S2TE2S ;
L05:  M3.2(b) > TER2RET ;
L06:  M1.10(a) > LO5 > L04 > TER>RES2TES O

Som det kan ses kan termerne i axiom S1 veelges saledes at den resulterende
tautologi kun afviger fra det gnskede i den forreste hypotese. Desuden fortzeller
foregaende satning at den forreste hypotese er lig den forreste version. For at
na resultatet benyttes endnu et korollar M1.10(a). [M1.10(a)]*?

[S" lemma M1.10(a): VA:VB:VC: A= BFB=CHA=C]
S’ proof of M1.10(a):

L01:  Arbitrary > A ;
L02:  Arbitrary > B ;
L03:  Arbitrary > C ;
L04: Premise > A=B ;
LO5:  Premise > B=C ;
L06: Local > H=A ;
Lo7:  M1.7> H=>A ;
L08:  Tilfgjhypotese > L04 > H=>A=B ;
L09:  Tilfgjhypotese > L05 > H=>B=>C ;
L10:  LO8 >y, LO7 > H=DB ;
L11: L09 >y, L10 > H=C O

Beviset konstrueres helt analogt til M1.10(b)

4.4 M3.2(d)

Ligesom foregaende saetning minder M3.2(d) om axiom S1, men i dette tilfaelde
kan saetningen ikke instantieres fra de forudgaende saledes at det kun er forreste
hypotese der afviger fra det gnskede. Udgangspunktet for ssetningen bliver
M3.2(c) der instantieres saledes at konklusionen svarer til konklusionen for den
gnskede seetning.

Der har indsneget sig en mindre fejl i Mendelson idet beviset for M3.2(d)
resulterer i [S ETa3sR27T=RE S|, mens det han oprindelig kalder
M3.2(d)er [ RET = S22 7 = R LS| Swtningerne er essentielt forskellige
dvs, man kan ikke bare instantiere den anden version ved at bytte om pa ter-
mernes navne. Da de folgende resultater kraever begge versioner har jeg kaldt
den seetning Mendelson far vist for M3.2(d)(I), mens ssetningen som den bliver
beskrevet indledningsvis er kaldt M3.2(d)(II).

42|M1.10(a) PXX « mendelson corollary one ten a ”]
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[S" lemma M3.2(d)(I):VT:VR:VS:SE2T > RET > R L S]
[M3.2(d)(1)]**
S’ proof of M3.2(d)(I):

LO1:  Arbitrary > T ;
L02:  Arbitrary > R ;
L03:  Arbitrary > S ;
L04:  M3.2(c) > RETSTES=2RES ;
L05:  M1.10(by) > L04 > TL2S=2RETSRES ;
L06:  M3.2(b) > SET=TZES ;
LO7:  M1.10(a) > LO6 > LO5 > SET=2RET=2RES m

Den helt afggrende linje i ovenstaende bevis er nummer fem, hvor en ny version
af korollar 1.10(b) benyttes (jeg har kaldt den korollar M1.10(b,.), selv om denne
formulering af ssetningen heller ikke findes i Mendelson). I den nye version
a M1.10(by) er endnu en forudsatning fjernet og tilfgjet som hypotese. At
foregaende version ikke er tilstreekkelig kan ses af at den bagerste hypotese ikke
leengere er en tautologi som i beviset for M3.2(b) (hvor man benyttede det
allerede viste [T £ 7)

Beviset for korollar M1.10(b) indeholder ligesom beviset for M1.10(b_) ikke
nogen linjer der bruger Gen. Derfor kan vi uden bekymring bruge deduktions al-
goritmen endnu en gang, men spgrgsmalet er nu hvorledes dette ggres nemmest.
Problemet med deduktionsalgoritmen er at den ekspanderer et bevis ganske
voldsomt. Et bevis med n linjer og en enkelt forudssetning, der skal fjernes
vokser til et bevis med 3n+2 linjer og tilsvarende vil yderligere fjernelse af
forudsaetninger fabeviset til at vokse med ca. en faktor tre.

Men inspireret af beviset for M1.10(b), hvor der fandtes en metode til at
oversatte beviset linje for linje til et bevis af essentielt samme stgrrelse, vil jeg
nu forgge at generalisere metoden séa jeg kan fjerne to forudssetninger uden at
beviset vokser eller bliver ulaeseligt

Jeg har dog undladt Gen, da den ikke er ngdvendig til beviset.

Lemma [Tilfgjhypotese, |** tillader som tilfgje en vilkarlig hypotese til forud-
seetningen

[S’ lemma Tilfgjhypotese:VZ:VH:VA: AT = H = A

S’ proof of Tilfgjhypotese, :

LO1:  Arbitrary > 7z ;
L02:  Arbitrary > H ;
L03:  Arbitrary > A ;
L04: Premise > A ;
L05:  Tilfpjhypotese > L04 > H=>A ;
L06:  Tilfpjhypotese > LO5 > IS>H=>A a

43[M3.2(d)(I) P2 ¢ lemma prime 1 three two d one”]

44[Tilfgjhypoteset Py “hypothesize plus plus”]
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Ved ovenstaende er der snydt lidt i den forstand at beviset ikke bygger pa
deduktions algoritmen. Beviset kan dog stadig uden videre generaliseres til
flere hypoteser.

Hypotetisk modus ponens [MP} +]*°

[ lemma MP)+:VI:VH:VAVBT > H > A>BFIT > H=> AFT =
H = B

S’ proof of MP} +:

LO1: Arbitrary > A ;
L0O2:  Arbitrary > H ;
L03:  Arbitrary > A ;
L04:  Arbitrary > B ;
L05:  Premise > I=>H=>A=B ;
L06: Premise > I=>H=A ;
LO7: A2 > H=>2A=2>B)=>(H= A =
H=B ;
L08:  Tilfpjhypotese > LO7 > IS H=>A=2DB)=>H=>
A =>H=B :
L09:  LO8y, L05 > IS>H=>A)S>H=>B ;
L10:  L09 >y, L06 > I=>H=B a

Modus ponens generaliserers umiddelbart til to hypoteser ved at konvertere be-
viset for modus ponens med en hypotese. Bemaerk at beviset stadig ekspanderer
med en enkelt linie, hvilket skyldes at axiom to ikke pa forhand er bevist i en hy-
potetisk udgave. Der er dog stadig ingen problemer med at beviset ekspanderer
ukontrollabelt ved yderligere generalisering idet man ved endnu et gennemlgb
af algoritmen erstatter "Tilfg] hypotese’ med 'Tilfgj hypotese+’.

Det er knap sa abenlyst hvordan man introducerer forudssetning nummer to
[B] som en hypotese. Husk at hvis der i det oprindelige bevis er blevet benyttet
[B] vil der efter fgrste gennemlgb af algoritmen veaere en 'Tilfgj hypotese’ der
forteeller at [A = B]. Men nar forudssetningen [B] fjernes er ovenstaende ikke
leengere sandt og hvor man i de gvrige tilfeelde kan erstatte 'Tilfgj hypotese’
med 'Tilfg] hypotese+’ sa er forudsaetningen for brug af lemmaet ikke laengere
til stede.

Algoritmen fungerer ikke desto mindre stadigveek sa det man skal huske er
at fahypoteserne introduceret korrekt. Hertil bruges: [M1.7.]%.

[S" lemma M1.7,:VA:VB: B = A= B]
S’ proof of M1.7,:

L01:  Arbitrary > A ;
L02:  Arbitrary > B ;
L03: M1.7> B=B ;

= k . .
45 [MP] + RE “hypothetical rule prime mp plus plus”]

k
46[M1.74 PX* “mendelson one seven plus plus”]
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Lo4: Al > B=>A=SB ;
L05:  Tilfgjhypotese > L04 > B=B=>A=5 ;
L06:  LO05>p L03 > B=A=DB O

Hvor M1.7 bliver brugt til at introducere forste hypotese bliver M1.7 bliver
brugt til at introducere hypotese nummer to.

M1.7; kan ligeledes generaliseres til flere hypoteser. Man skal dog vare
opmarksom pa at mens de tre nederste linjer skal igennem algoritmen igen, sa
den tilsvarende regel med en hypotese mere, sa skal linjen der instantierer M1.7
forblive ubergrt.

Ovenstaende er et bevis for axiom Al og kunne derfor nemt veere undveeret.
Men hvor man ved to hypoteser far seetningen forzerende vil man ved f.eks tre
hypoteser skulle vise [C = B = A = (] som kan vises med udgangspunkt i
M1.7++ .

For nu at vende tilbage til udgangspunktet:

Lemma [M1.10(b,)]*7

[S" lemma M1.10(by ):VA:VB:VC: A= B=CFB= A= (]

S’ proof of M1.10(b):

LO1:  Arbitrary > A ;
L0O2:  Arbitrary > B ;
L03:  Arbitrary > C ;
L04: Premise > A= B=C ;
L05:  M1.7. > B=>A=B ;
L06: MI1.7 > A=A ;
LO7:  Tilfgjhypotese > LO6 > B=>A=A ;
LO8:  Tilfgjhypotesey > L04 > B=>A=>AB=C ;
L09: MPj, + >L08 > LO7 > B=>A=B=C ;
L10: MPj, + >L09 > L05 > B=>A=C O

Hermed er beviset for seetning M3.2(d)(I). Seetning M3.2(d)(II) fplger umiddel-
bart:

[S’ lemma M3.2(d)(I1): VT :VR:VS:RZT = ST >R 2 §)
[M3.2(d)(I1))*

S’ proof of M3.2(d)(II):

LO1:  Arbitrary > T ;
L02:  Arbitrary > R ;
L03:  Arbitrary > S ;
L04:  M3.2(d)(I) > SET=2RET=RES ;
L05:  M1.10(by) > L04 > RET2SET=2RES O

k

47[M1.10(b.) PX* “mendelson corollary one ten b plus plus”]
k

48[M3.2(d)(11) "Z° “ lemma prime 1 three two d two”]

16



De beviste seetninger giver os nu fglgende fundamentale egenskaber ved lighed:
o M3.2(a): refleksivitet
e M3.2(b): symmetri

e M3.2(c+d): transitivitet (delvis, men tilstreckkeligt til vores formal)

4.5 Flere hypotetiske lemmaer

Jeg kan allerede nu afslgre at der ikke kommer flere setninger, hvor handtering af

to hypoteser er ngdvendigt. Til gengaeld vil der veere flittig brug af seeningerne,

der handterer en enkelt hypotese. Dertil vil fglgende simple setninger hjeelpe

med at holde beviserne korte og overskuelige idet man slipper for at instantiere

"Tilfgj hypotese’ hver gang man instantierer et lemma eller axiom.
[M3.2(a),]*

[S" lemma M3.2(a),: VYH:VT: H = T £ 7]

S’ proof of M3.2(a)y:

LO1:  Arbitrary >

L0O2:  Arbitrary >

L03: L3.2(a) >

L04:  Tilfgjhypotese > L03 >

L]

T NN

¥
N
IIe
N

d

[M3.2(b)},]?°
[S’ rule M3.2(b): VH:VT:VR-H =T ZR+H >R E T

S’ proof of M3.2(b)y:

LO1:  Arbitrary > H ;
L0O2:  Arbitrary > T ;
L03:  Arbitrary > R ;
L04:  Premise > H=>TER :
L05: Sl >> TE2R=2TETRET ;
L06:  Tilfejhypotese > L0O5 > H2TER=2TETRE

T ;
LO7:  LO06 >y, L04 > H=2T2T2RET :
L0S:  M3.2(a), > H=>TE2T ;
L09:  LO7 >y, LO8 >> H>RET O

[M3.1(S2'),]°"

491M3.2(a), Py “hypothetical three two a”|
k
50[M3.2(b), "X “hypothetical three two b”]
5 k .
51M3.1(S2), "= “hypothetical three one s two”]
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[S lemma M3.1(S2')y: VH:VT:VR-H =T 2 R+-H =T £ R/

S’ proof of M3.1(S2)y:

LO1:  Arbitrary > H ;
L02:  Arbitrary > T ;
L03:  Arbitrary > R ;
L04: Premise > H>TER ;
LO5:  S2' > TEZR=2T 2R ;
L06:  Tilfejhypotese > L0O5 > H>TER=2T ER ;
LO7:  L06 >y, L04 > H=>T 2R o

[M3.1(S1"),]??

[S' lemma M3.1(S1): VH:VT:VRVS:H = T2 RFH =T 2SHH =

RES]
S’ proof of M3.1(S1')y:
LO1:  Arbitrary > H ;
L0O2:  Arbitrary > T ;
L03:  Arbitrary > R ;
L04:  Arbitrary > S ;
L05:  Premise > H=>TER ;
L0O6:  Premise > H=>TZ2S :
LO7:  S1 > TEZRSTESSRES ;
L08:  Tilfgjhypotese > LO7 > H2T2R=2T25=2RE

S ;
L09: LO8>, L05 > H2TE2S3RES :
L10:  LO09 >y, LO6 >> H>RES i

[M32(C)h]5‘5

[S" lemma M3.2(c): VH:VT:VR:VS:H > T ERFH=S>RESFH =T
S

S’ proof of M3.2(c)y:

LO1:  Arbitrary > H ;
L02:  Arbitrary > T ;
L03:  Arbitrary > R ;
L04:  Arbitrary > S ;
L05:  Premise > H=>TER ;
L06:  Premise > H=>RES ;
LO7:  M3.2(c) > TER2RES2TES ;

k
52[M3.1(S1’), "Z* “hypothetical three one s one”]
53[M3.2(c)n Py “hypothetical three two c”]
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L08:  Tilfgjhypotese > LO7 > H>TER=2RE2S2TE

S
L09:  LOS >y, LO5 >
L10:  L09 >y, LO6 > H=TZ2S

[M3.1(S5)n]**
[S’ lemma M3.1(S5'): VH:VT:-H =T +0 £ 7]

S’ proof of M3.1(S5)y:

LO1:  Arbitrary > H

L0O2:  Arbitrary > T

L03: S5 > T+02T

L04:  Tilfgjhypotese > L03 > H=>TH02T

[M3.1(S6")n)>°
[S" lemma M3.1(S6),: VH:VT:VR: H = T +R' £ (T +R)

S’ proof of M3.1(S6')y:

LO1:  Arbitrary > H

L02:  Arbitrary > T

L03:  Arbitrary > R

L04:  S6' > T+R 2(T+RY

L05:  Tilfgjhypotese > L04 > H=>T+R E(THRY

[M3.2(d),]?

[S lemma M3.2(d),: VH:VT:VRIVS H >R EZTHFHSSETHFH=2R

S

S’ proof of M3.2(d)y:

LO1:  Arbitrary > H

L0O2:  Arbitrary > T

L03:  Arbitrary > R

L0O4:  Arbitrary > S

L0O5:  Premise > H=RET

L0O6:  Premise > H => ST

LOo7:  M3.2(d)(T) > SET=2RETSRES

L08:  Tilfsjhypotese > LO7 > HS>SET2RETRE
S

L09:  LO8 >y, LO6 >
L10:  L09 >y, LO5 > H=>RZS

54[M3.1(S5")p Pk “hypothetical three one s five”]
55[M3.1(S6"), pYK “hypothetical three one s six”]
56[M3.2(d)y, P« hypothetical three two d”]
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Flere af de ovenstaende saetninger afviger fra den oprindelige version ved at de
har erstattet hypoteser med forudssetninger. Dette giver mening i de kommende
lange beviser idet man for hver forudseetning sparer den modus ponens der skal
til for at fjerne en hypotese. Det kreaever til gengaeld at forudsesetningerne er
bevist.

4.6 Lemma M3.2(h)(I)

Nu er fundamentet lagt til at induktions beviset kan pa begyndes. Som sagt
gnskes setningen [ + ¢ L i + 4] bevist for alle x og y. For at folge Mendelson
vil beviset derfor blive fgrt i tre trin ved induktion over j.

[M3.2(h) (1))
[S" lemma M3.2(h)(I): & +0 204 ]

S’ proof of M3.2(h)(I):

LOl: S5 > i+02 i :
L02:  M3.2(f) > Viit 2041 ;
L03: Ad @i > Vit 20+ > 22042 ;
L04: LO03>L02> i 20+& :
L05:  M3.2(c) > i+0 2 i = 5 204 =

i F020+4 ;
LO6:  L05> L0l > i20+i=>2+02044% :
LO7:  L06>L04 > i+020+4 o

Bemeerk at der ikke leengere benyttes termer (repreesenteret ved metavariable),
men konkrete variable hvilket skyldes at axiom S9 ikke er gyldigt for vilkarlige
termer. Som det kan ses giver det nogle ekstra linjer i beviset nar et resultat
for en konkret variabel skal konverteres til det tilsvarende resultat for en anden
variabel.

Der mangler stadig resultatet for M3.2(f):

[M3.2(f)]°®

[S" lemma M3.2(f): Vi: ¢ £ 04 ]

S’ proof of M3.2(f):

LO01:  Local > Z=X=>X=>X ;
L02: Al > Z ;
L03:  M3.1(S5 ) > 2304020 ;
L04:  M3.2(b), > L03 > 2302040 ;
LO5:  L04>L02 > 0£0+0 :
L06:  Local > H=1t20+1 ;
LO7:  MIL.7> H=iZ041 ;

57M3.2(h)(I) P2 ¢ lemma prime 1 three two h one”]

58[M3.2(f) PXX “endelson three two 7]
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LOS:  M3.1(S2), > LO7 > H= 12041 ;
L09:  M3.1(S6), > H=0+1 2 0F1) ;
L10:  M3.2(b), > L09 > H= (041 20+ ;
L11:  M3.2(c), > L08 > L10 > H=>1 2041 ;
L12:  Gen' >L11>> Vi:(H=1204+1) ;
L13:  S9 > 02040 = Vis(t 204+t =
PEOFY) > VL2041 ;
L14: L13>L05> Vi:(H= 1 20+1) > Vit &
0+1 ;
L15: Ll14>L12> Vit 2041 0

M3.2(f) er et fuldt induktionsbevis, hvor der i fgrste del udnyttes refleksivitet
af lighed og i anden del transitivitet af lighed. Induktions axiomet bliver fgrst
instantieret mod slutningen efter at begge dets hypoteser er bevist som tautolo-
gier. Linje 7-11 illustrerer brugen af den teknik, der tillader at fore formelle
beviser uden referencer til deduktions szetningen og uden at gdelegge bevisets
overskuelighed. Den lidt spgjse brug af [Z] i starten af beviset skyldes at be-
viset stammer fra den oprindelige Peano side hvor M3.2(b) kun var vist i en hy-
potetisk udgave. Der tilfgjes derfor en vilkarlig tautologi for ssetningen bruges
for derefter at blive smidt vaek.

Med M3.2(f) fuldsteendigger forste del af beviset for kommutativet, nemlig
det simple tilfzelde hvor [] er [0].

4.7 Lemma M3.2(g)

Inden M3.2(h) kan afsluttes er der brug for et sidste, men ganske omfattende
induktionsbevis:
[M3.2(g)]™

[S" lemma M3.2(g): i/ + 4 £ (4 + )]
S’ proof of M3.2(g):

Lol: S5 > §+0Z g ;
L02: S5 > g+0= g ;
L03:  S2 > §HO0Z G = (p+0)y = ;
L04:  LO3>T102 > (y+0) 24 ;
L05:  M3.2(d)(1I) > yHOE Y > (y+0) 2y =

y+02 (540) ;
L06: 105> L0l > (54+0) £ ¢ = y4+0 £

(i +0) ;
LO7:  L06> 104> i 0 (§+0) ;
L08: Local > H=49 +iZ(j+a) ;
L09: MIL7> H=§ i = (j+a) ;

591M3.2(g) PXX « lemma prime 1 three two g”]
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L10:
L11:
L12:
L13:
L14:
L15:
L16:

L17:

L18:
L19:
L20:

L21:

M3.1(S6)y, >
M3.1(S2)y, > 109 >
M3.2(c), > L10 > L11 >
M3.1(S6)y, >
M3.1(S2')y, > L13 >
M3.2(d), > L12 > L14 >
S9 >

L16 > LO7 >

Gen' > L15 >
L17>L18 >
Adaz>

L20>L19 >

H= 9 +i =Y +1)
H= (i) + 1) £

H =g+ g((.’U—F:i:)’)’
H= g+ 2

H = (§+a') = ((§+2))

(i’ +0 = (§+0))
Vi: () + &
y/+i/

I

e |1

+
Vii(H= 9 4+ 2 (y+ 4
Vi i 2 (§4i
Vi: v+
42 (i)
T RN (TR

(5 +2)

Ligesom i M3.2 (f) er det transitivitets ssetningerne, der binder de forskellige
linjer sammen i beviset mens udsagnene der kombineres i dette bevis stammer
fra axiomerne S2, S5 og S6. Jeg har med vilje byttet om pa variablene x og
y i forhold til Mendelsons formulering idet M3.2(h)(II) bruger seetningen i den

formulering. Jeg slipper derfor for at bruge Gen og A4 til at skifte variable.

4.8 Lemma M3.2(h)(II)

Nu kan den sidste hypotese i induktionen bevises. Med udgangspunkt i axiom
S6 og forrige resultat kan beviset strikkes sammen ved symmetri og transitivitets

seetningerne:
[M3.2(h)(I1)]5°

[S" lemma M3.2(h)(I1): & + 3 Loyt ady 2 iy + il

S’ proof of M3.2(h)(II):

LO1:
LO02:
L03:
LO04:
LO5:
L06:

Local >

M1.7 >

M3.1(S6")y, >

M3.2(g) >
Tilfgjhypotese > L04 >
M3.1(S2"), > L02 >

H=it+jy=jti
H=>ity=gti
H=>i4+9 2 @+9)
i+ = (y+a)

H= 9 +m:(y+i:)’
H= (6 +9) 2 (y+2)

60[M3.2(h)(I1) "= PXE « lemma prime 1 three two h two”]



LO7:  M3.2(c), > LO3 > LO6 > H=a+§ 2 (§+a)

L08:  M3.2(d)y > LO7 > L05 > H=ady 2944 O
4.9 Lemma M3.2(h)
[M3.2(h)]%!

[S" lemma M3.2(h): Vi: Vi: & 4§ £ § + i]
[M3.2(f)]52
Nu kan brikkerne samles ved en sidste gang at instantiere S9:
S’ proof of M3.2(h):
LO1:  S9' > (E+0204+2) = Vi (a4
g+ > ety =y >
Visi g £yt :

L02:  M3.2(h)(I) > i F0Z0+4 ;
L03:  M3.2(h)(II) > (t4+9 £ g+ => i+ 2
¥ +i) ;
L04:  Gen' > L03 > Vi(i+y 2 g+a > a4y 2
iy + i) ;
L05: L0l L02>> Vi(i+9 2 g+a > a4y 2
iy i) > vipatg gt ;
L06: LO05>L04 > Vicg+yZg+i ;
LO7:  Gen’ > L06 > Vi:Visi+y2i+i o

Beviset er afsluttet og siden godkendt af Logiweb serveren.

5 Konklusion

Beviset er i hovedtraek gennemfgrt som beskrevet i Mendelson, men hvor Mendel-}
son bruger deduktions saetningen (M2.5) som garanti for eksistensen af et bevis,
har kravet til denne opgave vaeret konstruktionen af et sadant bevis. Derfor er
der to grundleggende strategier, man kan folge:

Implementer et program, der konstruerer et bevis med hypoteser udfra et be-
vis med forudsaetninger. Jeg er overbevist om at dette kan lade sig ggre inden for
Logiweb systemet, men vil kraeve at man benytter vaesentlig mere kompliceret
og grundleggende funktionalitet i systemet end det er der er benyttet til denne
side.

Alternativt kan man som illustreret i rapporten hvorledes man udleder seet-
ningerne, med udgangspunkt i den konstruktive algoritme bag M2.5. Ved
omhyggeligt at konstruere hjeselpesaetninger baseret pa deduktions algoritmen
kan man manuelt modificere sine beviser uden at de bliver uoverskuelige eller
eksploderer i stgrrelse.

611M3.2(h) PXE « lemma prime 1 three two h”]

621M3.2(f) P2 ¢ lemma prime 1 three two f”]
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A Pyk definitioner

A.1 Sidens navn
[proofreport Pk “proofreport”]
A.2 Modus ponens
[x>h y]%
x>y =MP} >x>y]
[x > y]64
x>y =MP >xp>y|
A.3 Variable

[5(]65 [X’P]GG

A.4 free og nonefree
[nonfree(x, y)]% [nonfree (x, y)]®

[nonfree(x, y) =

if y” then —x x y else

if =y = [Vx:y] then nonfree” (x,y") else
if x = y! then T else nonfree(x, y2)|

[nonfree (x,y) = x!If(y, T, nonfree(x, y*) A nonfree (x,y"))]

[frée(g‘x = b>]7()
[free*(afx := b)]™" [a]

pyk

63[x >,y = “x hypothetical modus ponens *”]

pyk
64[x >y "= “x macro modus ponens "]

. pyk
65[x =" “x peano var”|

56 pyk .
66[xP "=" “x is peano var”]

57a Pk “peano a”]

68 [non.free(x,y) Pk “peano nonfree * in * end nonfree”]

69 nonfree” (x, y) Py “peano nonfree star * in * end nonfree”|
70[free(alx := b) Py “peano free * set * to * end free”]

. K
Tlfree* (a|x := b) "Z* “peano free star * set * to * end free”]
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[free(a|x := b) = x!b!

if a” then T else

if —a = [Vu:v] then free*(at|x := b) else
if a! = x then T else

if nonfree(x,a?) then T else

if —nonfree(a’,b) then F else

free(a2|x := b)]

[free* (alx := b) = x!b!If(a, T, free(a®|x := b) A free*(at|x := b))]
[a=(b|x := ¢)]™ [a=(*b|x := ¢)]"*

[a=(b|x := c) = alx!c!

if b= [Vu:v] A b! £ x then a = b else
if b” Ab = x then a = c else
a=bAat=("bt|x :=¢)]

[a=(*b|x := c) = b!x!c!If(a, T,aP=(b"|x := c) A a’=(*b|x := ¢))]

K
"2[a=(b|x := c) £ “peano sub * is * where * is * end sub”]

pyk . .
"3[a=(*b|x := c) "= “peano sub star * is * where * is * end sub”]
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A.5 Variables of Peano arithmetic

A.6 TgX definitions

[0 t;x «
\dot{0}"]

[XI tgx 44#1-7”]

[y
\mathop{\dot{+}} #2.”]

74[b py “peano b”}
e Pk “peano ¢”]
76 pyk 9

[d "E" “peano d”]
77[6 pi “peano en]
78 [f pyk “peano 7]
797, PYk o ”

[ = “peano g”]
80 [h pyk “peano h”]
81 Pk “peano i”]
82 [] pé “peano J”]
8377, PYk ¢ »

[k £ “peano k7]

k
84[[ Py “peano 17]
85 [m pyk ”
= “peano m”]

86 [ pyk “peano n”]
870 Pk “peano 0”]
88[p P2 “peano p]
89 pl «

[¢ = “peano q”]
907 2 “peano 1”]

k
915 PX% “peano s
92[t py upeano tw]
93 [ pyk “peano u”]
[y Py “peano v”]
95 [ p% “peano w”|
96 [Z Pl «
=" “peano x”|

97, PYK ”

[§ = “peano y”]
98z Pk “peano z”]
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[x*y tex “H1.
\mathop{\dot{\cdot}} #2.”]

[x &y e,
\stackrel{p}{=} #2.”]

[—\xtg( «
\dot{\neg}\, #1.”]

[x =y S e,
\mathrel{\dot{\Rightarrow}} #2.”]

[Vx:y e «
\dot{\forall} #1.
\colon #2.”]
[1 tg( «
\dot{1}7]
[2 tg( «
\dot{2}"]
[x Ay ]
\mathrel{\dot{\wedge}} #2.”]
[xVy Xy
\mathrel{\dot{\vee}} #2.”]
x <y Sy
\mathrel{\dot{\Leftrightarrow}} #2.”]
[Bxy &
\dot{\exists} #1.
\colon #2.”]
[S/ t;x «
S???]
[All tg‘ «
A1777]
[A2/ t;x «
A2777]
[A3/ tex
A3777]
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[A4,te

[A5, te
[M “ A4777
P, te: ! ]
[Ge . “ 5?77
Ill te ! ]
[S = “ P7
1/ tc 7?]
[S “ Gen
2/ te 777]
[S “ S1”
3, te ’]
[S “ S92”
4, te ’]
[S “ S3”
5, te ’]
[S “ S4”
6, te ,]
[S “ S5”
7, te ’]
[S “ S6”
8, te ’]
[S “ S??”
9, te ]
“ 88777]
Sg’??]

L3
2(a) =
“L3
2
(a
)77
'

[M3.2(
a) tex
NI
3
2(a)”]

M
3
2(b) &
“M
3
2(b
)77
]

M
1.10(b
7) te
1\/I:X «
1.10(b
7_)”
]



[M1.7 %«
M1.77]

tex
Py, 2
MP77h” ]

[Tilfgjhypotese e«
Tilf\o j hypotese”]

[Gen], = «
Gen’_h"]

[M1.10(b) & «
M1.10(b)”]

[M3.2(c) = “M3.2(c)”]
[M1.10(a) = “M1.10(a)”]
[M3.2(d)(I) & “M3.2(d) (I)”]

tex

[Tilfgjhypotese; =
Tilf\o j hypotese +”]

tex

[MP} + €
MP’_h+"]

tex
M1.7_+7]

[M1.10(b, ) < «
M1.10(b_+)"]

[M3.2(d)(IT) = “M3.2(d) (11)”]

[M3.2(a), & ¢
M3.2(a)-h”]

[M3.2(b), < «
M3.2(b)_h"]

[M3.1(S2'),, & «
M3.1(S2”)_h"]

[M3.1(S1"),, & «
M3.1(S1°) "]

[M3.2(c), & ¢
M3.2(c)-h"]
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tex

[M3.1(S5'), "< «
M3.1(S5’)_h"]

[M3.1(S6), = «
M3.1(S6")h"]

[M3.2(d), & “M3.2(d)_h”]
[M3.2(h)(I) = “M3.2(h) (1)”]

[M3.2(f) & «
M3.2(f)”]

[M3.2(g) = “M3.2(g)"]
[M3.2(h)(II) = “M3.2(h) (II)”]
[M3.2(h) € “M3.2(h)”]
[M3.2(f) = “M3.2(f)"]

XDy & g1

\unrhd_h #2.”]
Xy .

\unrhd #2.”]
[X tex

\dot{#1.

1l
P 1 g

{ ~ {\cal P}7]
[CL tgc «

\dot{\mathit{a}}"]
[nonfree(x, y) s

\dot{nonfree}(#1.

s 72

)]
[noﬁfree*(x,y) s

\dot{nonfree} " (#1.

a#2
)’]
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te
X«

[free(alx := b) =
d
|\#(Z;{free}\langle #1.
= #3.
\rangle”|

[free* (alx := b) = «
\d ’
| %;);{free}{} x\langle #1.
= #3.
\rangle”]

[a=(b|x :=¢) ey
{\eaquiv}\
Isé\g.lmv}\langle #2.
=#4.
\rangle”]

[a=(*b|x := c) = “#1
{\equiv}\llamgleA * 2

|#3.
=#4.
\rangle”]
(b=
- \dot{\mathit{b}}”]
\dot{\mathi
. {\mathit{c}}]
[. - \dot{\mathit{d}}”]
\dot{\mathi
. {\mathit{c}}"]
\dot{\mathit{f}}”
y 7
\dot{\mathi
. t{\mathit (]}
\dot{\mathit K
y (7
\dot{\mathit{i}}”]
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\dot{\mathit{j}}”]

\dot{\mathit{k}}”]

\dot{\mathit{1}}"”]

\dot{\mathit{m}}”]

\dot{\mathit{n}}”]

\dot{\mathit{o}}"”]

\dot{\mathit{p}}”]

\dot{\mathit{q}}”]

\dot{\mathit{r}}”]

\dot{\mathit{s}}”]

\dot{\mathit{t}}”]

\dot{\mathit{u}}”]

\dot{\mathit{v}}”]

\dot{\mathit{w}}”]

\dot{\mathit{x}}”]

\dot{\mathit{y}}”]
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\dot{\mathit{z}}”]
A.7 Test

A.8 Priority table

Priority table

Preassociative

[proofreport], [base], [bracket * end bracket], [big bracket * end bracket],

[math * end math], [lush left [«]], [:f]’ yl, [2], [[* < #]], [ = *]], [pyk], [tex],
[mamel, [prio], [+], [T], [if (x, x, %], [[x = «]], [vall, [claim], [L], [f(+)], [(+)'], [F], [0],
(1. 121, [3], 4. 5], [6], [, 8). [0, 0], 1], [2], 3], 4 J; 5], 6, [7], 18], [9], 2], [b], c]. [d],
[e]. [f], [g]. [n], [il, ], K], 1], [m]. [n], [o], [p], [a], [r], [s]. [t], [u], [v], [w], [()™], [T£(x, =,
#)], [array {+} * end array], [, [c], [t], [empty], [(+ | % := %)], [M()], ()], A ()],
UM (%)], [apply (x, *)], [apply (*, *)], [1dent1ﬁer( )], [identifiery (x, *)], [array-
plus(x, x)], [array-remove(k, , *)|, [array-put(, , %, )], [array-add (x, *, *, *, *)],
[bit(x, *)] [bity (*, )], [rack], ["vector"], ["blbhography '], ["dictionary"],
["codex"], ["expansion"], ["code"], ["cache"], ["diagnose"], ["pyk"],
texname"], ["value"], ["message"], ["macro"], ["definition"],

|, ["claim"], ["priority"], ["lambda"], ["apply"], ["true"], ["if"],

["body"],
["tex"], [
[ unpack
["quote"], ["proclaim"], ["define"], ["introduce"], ["hide"], ["pre"], ["post"],
[E(x, %, %)), [E2(x, %, *, %, %)], [E3 (%, x, %, *)], [Ea(*, *, %, %)], [lookup(x, *, *)],
[abstract(*,*,*,*)], [[*]], IM(x, %, %)], [Ma(x, *, %, )], [M*(x, *, %)], [macro],
[s0], [iip(*, +)], [assocs (x, %, +)], [()P], [self], [+ = «]], [+ = «]], [+ = «],

[l "= # ), [[+ < #]), [+ " #]], [Priority _table[«]], [M], [Ma(+)], [Ms(+)],
[M4(*7*7*’*)]7[M(*v*v*)L[Q(*7*7*)]7[QQ(*7*5*>] [93(* ¥,y % *)] [Q*(* * *)]7
[(+)], [aspect(x, )], [aspect (x, ¥, )], [(+)], [tuple, (+)], [buple, (+)], leta (x, ).
[lety (, )], [[* claim ], [checker], [check(x, *)], [checka (x, * *)] [checks (x, *, *)],
[check™ (+, )], [cheeks (x, *, %)], [[x]'], [[x] 7], [[+]°], [msg], [+ "=* «]], [<stmt>],
[stmt], [ “=" «]], [HeadNil'], [HeadPair’], [Transitivity'], [ L], [Contra’], [T%],
[La], [x], [A], [B], [C], [D], [€], [F], 9], [H], [Z], [T], [K], [£], [M], V], [O], [P], [<Q],
[R], [S], (71, U], [V], V], [, (V] (2], (G [ = )], [ | = )], 0], [Remainder],
[()Y], [intro(x, *, *, x)], [intro(*, *, *)], [error(x, *)], [errorz(*,*)} [p roof(* *, )],
[proofae, #)], [8(x, )], [S1(x, #)], [ (x =)]. ST (v, #, )], [SE (s, #)], [SE (. %, )],
[S* (e )], 181 (%, )], [S el [31_(*7*’*)]7[5*( ) [SE (%, )],

185 e, e )], (8™ (00, [S e, ), [S™ e, )], (ST (o, 2], [ v, )],
(ST (e, e, #)], (55 (o, )], [S1 (5,7, %)), (85 (o, x, # S NTE))

(87 (e, 2.0 #)], (S5, #)], 183 (5, 2)]. [85 (5, e, #)], [ ()], claims (o, , #)],
[claimsg (%, *, *)], [<proof>], [proof] [[Lemma x: %], [[Proof of *: %],

[* lemma x*: ]|, [* antilemma x: ], [[* rule *: ]|, [* antirule *: ]],

33



Verlﬁer} [ ( )]7 [VQ(*v *)]7 [VS(*7 *, %, *)]7 [V4(* *)] [ (*7 *, ¥ *)] [VG(*u *5 % *)]v

Vo (k, %, %, %)], [Cut(*, *)], [Headg (*)], [Tailg ()], [ruley (*, )] [mﬂe(*7 )],

Rule tactlc] [Plus(x, *)], [[Theory x|], [theorys(*, *)], [theoryg(*, *)],

theory, (*, %, *)], [HeadNil”], [HeadPair”], [Transitivity”], [Contra’], [HeadNil],

HeadPair|, [Trans1t1v1ty] [Contra], [Tg], [ragged right],

ragged right expansion |, [parm(x, *, x)], [parm* (x, *, )], [inst(*, *)],

inst*(x, )], [occur(x, , *)], [occur* (x, x, *)], [unify (* = *, )], [unify* (x = x, x)],

unlfYQ(* = *,%)], [La), [Lb]a [Lel, [La], [Le], [Le], [Lg]’ [Ln], [La], L], (L], [La], [Lan],

L ] [ ] [ p]’ [Lq]’ [Lr]v [Ls]v [Lt]7 [Lu]v [LV]’ [LWL [Lx]v [Ly]’ [Lz]a [LA]7 [LB]’ [LC]7

L ] [ } [ } [LG] [LH]v [Ll]ﬂ [LJ]v [LK]v [LL]v [LM]a [LN]v [LO], [Lp], [LQ]a [LR]v

L ] [ ] [ ] [LV] [LW]a [LX]a [LY]a [LZ]v [L?]v [ReﬁeXiVitY]v [R?ﬂeXiVitYHa

Commutativity], [Commutativity; ], [<tactic>], [tactic], [[* tagtic ], [P(x, %, %)],

P (,#,%)], [po], [conclude (x, x)], [concludes (x, *, * )], [concludes (+, *, , x)],

coneludes (). 01, [1], 2], [a. 6] ¢l [d]. [e] ] 41, [R]. 1. 3], ). [ . ]

ol, (), 14l [7], [8], [¢], [@], [0], [@], [], [9], [2], [nonfree(x, )], nonfree  (x, )],

ree(k|* 1= *)|, [free® (x|* 1= *)], [x=(x|* := *)], [x=(**|* := )], [S'], [A1'], [A2'],
31, [A4'], [A5], [S1], [S2'], [S3'], [S4'], [S5], [S6'], [ST'], [S8'], [SY'], [MP'], [Gen'],

3.2(a)’], [nani teki nina...:54], [nani teki nina...:55], [nani teki nina...:56],

[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[f
{
{M3 2(b)], [M3.2(c)], [M3.2(d)(I)], [M3.2(d)(ID)], [M3.2(f)], [M3.2(g)],
[
[
[

M3.2(h)(I)], [M3.2(h)(I1)], [M3.2(h)], [nani teki nina...:66], [M3.2(d)y],
M1.10(a)], [M1.10(b)], [M1.10(b_)], [M1.10(b)], [MP} +], [Tilfajhypotese ],
M1.74], [M1.7], [MP} ], [Tilfgjhypotese], [Geny |, [M3.2(a)], [M3.2(a)y],
M3.2(b)n], [M3.1(S1")1], [M3.2(c)n], [M3.1(S2")y], [M3.1(S5")n], [M3.1(S6")n],
[M3.2(1);

Preassociative

Lo 3], B], e 0, D], [ [ee]], [

Preassociative

7], 0, ()], [string(+) + o sing(s) o]

L
J,

#, [, [, ], [tte], (3], (V0] [&x], [, [(+], D], [l [, [ ], [, L), [/,
(0], [1#], [2+], [3], [4], [5], (6], [7¢], [8%], [9%], [:], [; #], [<#], [=], [>+], [7],
(@], [Ax], [Bx], [Cx], [D], [Ex], [Fx], [Goe], [Hx], [L«], [J#], K], [L#], [Ms], [Nx],
(0], [P+], [Qx], [Rx], [S], [T, [Us], [Vx], [Wok], [Xt], [Y 5], [Ze#], [[], [\ 4], [1%], [+,
[#], [+, [ave], [b], [ex], [d], [ex], [], [g#], [, 1], [j#], [lex], [1#], [mex], ], o],
(D], lax], [rx], [s%], [6x], [wsl, [v], [woe], [es], [yl (2], [{#], (1], [, [,
[Preassociative x; x|, [Postassociative x; x|, [[*], *], [priority * end],
[newline x|, [macro newline *];

Preassociative

[+0], [*1], [Ob], [*-color(*)], [*-color™ (x)];

Preassociative

[ 7], [ 45

Preassociative

M, BT, YT, [0, (], o], (], B, [0, [T, M, (5], 0], [, (], (R, [+,
[0, (20, (20, ], [0, [0, (7, 5, (9], BP0, [V, (€0, €7 [#);
Preassociative

o] o o], [ )
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Preassociative

[k 4 ], [x 4o %], [* +1 ], [x — ], [x —o *], [* —1 ], [x + *];
Preassociative

[+ U L}, [+ U], [\ {35

Postassociative

[ 0], [ o], [ o], [ 20 ], [ ], [ 42 ]
Postassociative

[, *[;
Preassociative

[* g *], [* g *], [* ,g *], [* g ], [* & ], [« = #], [* A *], [* L ], [* & *], [* = *],
, [* free in *], [* free in™ x|, [* free for * in *],
#, [x <], [ < #], 5 B ] 6T
Preassociative

[, [F 5

Preassociative

[ A ], [ A k], [ A ], [ A #], [+ A s

Preassociative

[ Vo], [ || *], [« V], [% V]

Preassociative

[V* %], [EI* *];

Postassociative

[* = %], [ = «], [« & «[;

Postassociative

[% : ], [*!x];

Preassociative

[*{ "

Preassociative

[A* ], [Ax], [if * then * else %], [let x = x in «|, [let * = *x in x|;
Preassociative

(1], (21, BV B [0 [+

Preassociative

[ @ *], [+ D> *], [x > *], [« > ], [x D «], [« By #];
Postassociative

[ b %], [* B %], [* Le. «];

Preassociative

[V: *];

Postassociative

[* & «[;

Postassociative

[; *];

Preassociative

[* proves x|;

Preassociative

[* proof of x: x|, [Linex* : x > «; x|, [Last line x > 0O,

*
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[Line * : Premise > x; %], [Line x : Side-condition > *; x|, [Arbitrary > x; %],
[Local > % = x; %];

Postassociative

[ then ], [x[ * |];

Preassociative

[x&e];

Preassociative

[¥\\*]; End table

B Index

x B>ny] * hypothetical modus ponens *, 24
[x>y] * macro modus ponens *, 24
[x Ay] * peano and *, 5

X <y * peano iff *) 5

[x =] * peano imply *, 4

[x Vy] * peano or *, 5

[x+y] * peano plus *, 4

[X] * peano succ, 4

[x*y] * peano times *, 4

[X] * peano var, 24

[Vx:y] peano all * indeed *, 4
[Fx:y] peano exist * indeed *, 5
[-X] peano not *, 4

[1] peano one, 4

2] peano two, 4

[0] peano zero, 4

A1’: [A1’] axiom prime a one, 5

A2’: [A2'] axiom prime a two, 6

A3’: [A3/] axiom prime a three, 6
A4’: [A4'] axiom prime a four, 6
A5’: [A5'] axiom prime a five, 6

a: [a] peano a, 24

b: [b] peano b, 26

c: [¢] peano c, 26

d: [d] peano d, 26

e: [e] peano e, 26

f: [f] peano f, 26
free*: [free*(a, x := b)] peano free star * set * to * end free24
free: [free(a, x := b)] peano free * set * to * end free24
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g: [g] peano g, 26
Gen’: [Gen'] rule prime gen, 6
Gen: [Genj ] hypothetical rule prime gen, 11

h: [A] peano h, 26
hypothesize plus plus: [Tilfgjhypotese ]| hypothesize plus plus, 14
hypothesize: [Tilfgpjhypotese] hypothesize, 11

i: [i] peano i, 26
j: [j] peano j, 26
k: [k] peano k, 26

L3.2(a)’: [L3.2(a)’] lemma prime 1 three two a, 8
1: [I] peano 1, 26

M1.10(a): [M1.10(a)] mendelson corollary one ten a , 13
M1.10(b+): [M1.10(b4)] mendelson corollary one ten b plus plus, 16
M1.7: [M1.7] mendelson one seven, 10

M3.1(S1): [M3.1(S1")] hypothetical three one s one, 18
M3.1(S2): [M3.1(S2")] hypothetical three one s two, 17
M3.1(S5): [M3.1(S5"),] hypothetical three one s five, 19
M3.1(S6): [M3. 1(86 )n] hypothetical three one s six, 19
M3.2(a): [M3.2(a)n] hypothetical three two a, 17

M3.2(a): [M3.2(a)] mendelson three two a, 8

M3.2(b): [M3.2(b)] lemma prime 1 three two b, 8

M3.2(b): [M3.2(b)y] hypothetical three two b, 17

M3.2(c): [M3.2(c)] lemma prime 1 three two c, 12

M3.2(c): [M3.2(c)] hypothetical three two ¢, 18

M3.2(d) (I): [M3.2(d)(1)] lemma prime 1 three two d one, 14
M3.2(d) (II): [M3.2(d)(II)] lemma prime 1 three two d two, 16
M3.2(d) hyp: [M3.2(d)yn] hypothetical three two d, 19
M3.2(f): [M3 2(f)] lemma prime 1 three two f, 23

M3.2(f): [M3.2(f)] mendelson three two f, 20

M3.2(g): [M3.2(g)] lemma prime 1 three two g, 21

M3.2(h) (I): [M3.2(h)(I)] lemma prime 1 three two h one, 20
M3.2(h) (II): [M3.2(h)(II)] lemma prime 1 three two h two, 22
M3.2(h): [M3.2(h)] lemma prime 1 three two h, 23

m: [7n] peano m, 26

mendelson corollary one ten b: [M1.10(b)] mendelson corollary one ten b, 12
mendelson corollary one ten pre b: [M1.10(b_ )] mendelson corollary one ten pre
b, 9

mendelson one seven plus plus: [M1.7,] mendelson one seven plus plus, 15
MP’: [MP’] rule prime mp, 6

MP: [MPj ] hypothetical rule prime mp, 10

MP: [MPj +] hypothetical rule prime mp plus plus, 15
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n: [n] peano n, 26
nonfree*: [nopfree* (x,y)] peano nonfree star n * end nonfree, 24
nonfree: [nonfree(x,y)] peano nonfree * in * end nonfree, 24

o0: [0] peano o, 26

[xP] * is peano var, 24

[x £ y] * peano is *, 4

[p] peano p, 26

pyk: hypothetical three two d [M3.2(d)y], 1

pyk: lemma prime 1 three two b [M3.2(b )]

pyk: lemma prime 1 three two ¢ [M3.2(c)], 1

pyk: lemma prime 1 three two d one [M3.2(d)(1)]7 14
pyk: lemma prime 1 three two d two [M3. (d)(H)], 16
pyk: lemma prime 1 three two f [M3.2(f)], 23
pyk: lemma prime 1 three two g [M3.2(g)], 2
pyk: lemma prime 1 three two h [M3.2(h)], 2

pyk: lemma prime 1 three two h one [M3.2(h )( )], 20
pyk: lemma prime 1 three two h two [M3.2(h)(II)], 22
pyk: mendelson corollary one ten a [M1.10(a)], 13
pyk: * hypothetical modus ponens * [x >}, y], 24

pyk: * is peano var [x¥], 24

pyk: * macro modus ponens * [x >y], 24

P:
p:
p:

pyk: * peano and * [x Ay], 5
pyk: * peano iff * [x & y], 5
pyk: * peano imply * [x =], 4
pyk: * peano is * [x L y|, 4
pyk: * peano or * [x V y], 5
pyk: * peano plus * [x+y], 4
pyk: * peano succ [x'], 4

pyk: * peano times * [x'y], 4
pyk: * peano var [x], 24

pyk: axiom prime a five [A5'], 6
pyk: axiom prime a four [A4'], 6
pyk: axiom prime a one [A1l’], 5
pyk: axiom prime a three [A3'], 6
pyk: axiom prime a two [A2'], 6
pyk: axiom prime s eight [S8'], 7
pyk: axiom prime s five [S5'], 7
pyk: axiom prime s four [S4'], 7
pyk: axiom prime s nine [S9'], 7
pyk: axiom prime s one [S1], 7
pyk: axiom prime s seven [S7'], 7
pyk: axiom prime s six [S6'], 7
pyk: axiom prime s three [S3'], 7
pyk: axiom prime s two [S2], 7
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pyk: hypothesize [Tilfgjhypotese], 11

pyk: hypothesize plus plus [Tilfgjhypotese ], 14
pyk: hypothetical rule prime gen [Genj ], 11

pyk: hypothetical rule prime mp [MP}], 10

pyk: hypothetical rule prime mp plus plus [MP} +], 15
pyk: hypothetical three one s five [M3.1(S5")y], 19
pyk: hypothetical three one s one [M3.1(S1')y], 18
pyk: hypothetical three one s six [M3.1(S6")y], 19
pyk: hypothetical three one s two [M3.1(S2")y], 17
pyk: hypothetical three two a [M3.2(a)y], 17

pyk: hypothetical three two b [M3.2(b)y], 17

pyk: hypothetical three two ¢ [M3.2(c)y], 18

pyk: lemma prime | three two a [L3.2(a)’], 8

pyk: mendelson corollary one ten b [M1.10(b)], 12

pyk: mendelson corollary one ten b plus plus [M1.10(b.)], 16
pyk: mendelson corollary one ten pre b [M1.10(b_)], 9
pyk: mendelson one seven [M1.7], 10

pyk: mendelson one seven plus plus [M1.7,], 15

pyk: mendelson three two a [M3.2(a)], 8

pyk: mendelson three two f [M3.2(f)], 20

pyk: peano a [al, 24

pyk: peano all * indeed * [Vx: y], 4

pyk: peano b [b], 26

pyk: peano c [¢], 26

pyk: peano d [d], 26

pyk: peano e [é], 26

pyk: peano exist * indeed * Ex: y|, 5

pyk: peano f [f], 26

pyk: peano free * set * to * end free [frée(a,. x := b)]24
pyk: peano free star * set * to * end free [free*(a, x := b)|24
pyk: peano g [¢], 26

pyk: peano h [h], 26

pyk: peano i [¢], 26

pyk: peano j []], 26

pyk: peano k [k], 26

pyk: peano 1 [I], 26

pyk: peano m [m], 26

pyk: peano n [n], 26

pyk: peano nonfree * in * end nonfree [nonfree(x, y)], 24
pyk: peano nonfree star * in * end nonfree [nonfree (x,y)], 24
pyk: peano not * [+x], 4

pyk: peano o [0], 26

pyk: peano one [i], 4

pyk: peano p [p], 26

pyk: peano q [¢], 26
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pyk:
pyk:
pyk:
pyk:
pyk:
pyk:
pyk:
pyk:
pyk:
pyk:
pyk:
pyk:
pyk:
pyk:
pyk:
pyk:

peano t [7], 26

peano s [8], 26

peano sub * is * where * is * end sub [a=(b, x := ¢)]25
peano sub star * is * where * is * end sub [a=(*b, x := ¢)]25
peano t [#], 26

peano two [2] 4

peano u [iu], 2

peano v [1], 26

peano w [w], 26

peano x [z], 26
peano y [¢], 26
peano z [%], 26

peano zero [0], 4
rule prime gen [Gen'],
rule prime mp [MP’]

6
, 6
system prime s [S'], 5

q: [q] peano q, 26

r: [7] peano r, 26

S’: [S'] system prime s, 5

S1’: [S1'] axiom prime s one, 7
S2’: [S2'] axiom prime s two, 7
S3’: [S3'] axiom prime s three, 7
S4’: [S4'] axiom prime s four, 7
S5’: [S5'] axiom prime s five, 7
S6’: [S6'] axiom prime s six, 7
S7’: [S7'] axiom prime s seven, 7
S8’: [S8'] axiom prime s eight, 7
S9’: [S9'] axiom prime s nine, 7
s: [5] peano s, 26

t: [t] peano t, 26

w (4

| peano u, 26

v: [0] peano v, 26

w: [w] peano w, 26

x: [] peano x, 26

y: [§] peano y, 26

z: %] peano z, 26
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