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1 Indledning

Det skal bevises, at den kommutative lov for addition geelder i Peano-aritmetik.
Dette er pa ingen made et nyt resultat, sa rapporten skal ses som en opgave i
at arbejde med formelle beviser i en logisk teori. Seerlig interessent er det, at
rapporten er skrevet i systemet Logiweb. Dette tillader en maskine at verificere
de givne beviser ud fra de definerede axiomer og inferensregler, men stiller om
muligt endnu hgjere krav til stringens i beviserne end traditionelle beviser inden
for logikken. Der vil blive taget udgangspunkt i Mendelson [5], sa det meste af
arbejdet vil besta i, at tilpasse beviserne sa de kan forstas af Logiweb, og sgrge
for at alle ngdvendige hjeelpesaetninger er bevist i mindste detalje.

2 Logiweb

Denne rapport er lavet i systemet Logiweb [2]. Systemet giver dels mulighed
for at lave praesentable formelle beviser, men dets vigtigste formal er nok at
kunne verificere korrekt skrevne beviser. I modsatning til mere traditionelle
beviser i den matematiske litteratur kan beviser inden for logikken ofte skrives
sa tilstrackkeligt formelt op, at de kan verificeres ved en rent mekanisk procedure.

I Logiweb-forstand er denne rapport en side. Sider kan definere et antel
logiske teorier og kan publiseres, referere andre sider og selv refereres pa en
made meget lig dokumenter pa WWW | hvilket skulle ggre det muligt at skabe
komplekse logiske teorier ved at basere nye teorier pa allerede eksisterende og
formelt beviste teorier. Peano-aritmetik er dog en relativt simpel teori, og derfor
baserer denne rapport sig kun pa de helt basale sider base og check.

Alle matematiske konstruktioner som Logiweb-systemet ggres bekendt med,
vises 1 kantede parenteser, som f.eks. denne reference til et lemma [M1.7]. Lae-
seren er hermed klar over, at konstruktionen er passende defineret pa den
pagaldende side. Lemmaer kan dog stadig postuleres uden beviser, men hvis
et bevis er tilstede, vil bevis-checkeren pa siden check have verificeret dette og
evt. fejl vil blive rapporteret pa en sezrlig diagnose-side.

Under udarbejdelsen er denne rapport lgbende blevet checket, og den en-
delige udgave meldes fri for formelle fejl af Logiweb, hvilket laeseren selv kan
kontrollere ved at bespge rapportens hjemsted [1] pa internettet, hvor ogsa al
kildekode er tilgsengelig.

Nar en konstruktion defineres i logiweb skal bade gramatikken og en raekke
aspekter defineres, der tilsammen beskriver for Logiweb hvordan konstruktionen
skal bruges, og hvordan den skal optreede i det feerdige dokument. Hvordan dette



maskineri preecist fungerer er omfattende, og her henvises til base-siden [3]. Her
skal blot naevnes, at introduktionen af nye konstruktioner giver anledning til pyk-
fodnoter, der automatisk indsaettes af Logiweb. Disse beskriver sammenhaengen
mellem en konstruktions navn i kildeteksten og i den feerdigtformaterede tekst,
og kan uden videre ignoreres, hvis man ikke gnsker at leese kildeteksten.

3 Peano-aritmetik

Peano-aritmetik er en formel teori for de naturlige tal, og egner sig godt til
behandling i Logiweb. Teorien er relativt enkel at definere, men der kan allig-
vel bevises en meget stor maengde interessante satninger. Fordi nzesten enhver
har regnet med naturlige tal siden barndommen, er Logiweb’s uvilje mod at ac-
ceptere andet end strengt formelt korrekte beviser en vigtig egenskab, da man
ellers nemt kommer til at benytte ubeviste antagelser, der virker fuldsteendigt
oplagte.

3.1 Grammatik

Ved en term 7 i peano-aritmetik forstas en af fglgende konstruktioner: kon-
stanten nul [0]', efterfglgeroperatoren [x']?, plus [x+y]® og gange [x:y]*. Alle
konstruktioner hgrende til Peano-aritmetik er i denne rapport markeret med en
prik®, for at kunne skelne dem fra lignende konstruktioner defineret pa base-
siden. Teorien gor ogsa brug af de konkrete variabler [a]°, [b]7, ..., der varierer
over konstante termer.

Formler P kan bygges op af lighed [x L y]®, negation [-x]?, implikation
[x = y]'Y og al-kvantoren [Vx:y]'!.

5 Pyk
L[0 "= “peano zero”]

pyk
2[x "= “x peano succ”]

. K
3[x4y "Z* “x peano plus *”]

. k .
4x 1y "L 44 peano times *”]
5Lighed skrives dog [x L y], da lighed med en prik over betyder “defineres som” i Logiweb.
67, PYK »
[a =" “peano a”]

- pyk
[b "ZL* “peano b”]

p pyk .
8[x =y = “ peano is *”]

. byk
9% = “peano not *"]

. k .
Ox =y PLE wy peano imply *”]

. Kk
Hvx:y PZ% “peano all * indeed |



Kort kan grammatikken skrives som:

T == 0|7 |T+T|T:T|var
F o= T=T|~F|F=F|Wwan:F

hvor var er en vilkarlig konkret variabel. Plus og gange er venstreassociative
menb implikation er hgjreassociativ. Operatorenes pr%ceden& er i faldende orden
', 5V, = Der er ingen andre konstanter end 0, men de gvrige naturlige tal
[1]12, [2]“ ..., kan makrodefineres saledes: [1 = (], [2 = 1], ... . T denne rapport
vil der dog ikke blive brug for andre tal end [0], ligesom gange og negation heller
ikke vil blive set mere.

3.2 Meta- og konkrete variabler

Det er vigtigt at skelne skarpt mellem metavariabler og konkrete variabler [x]'*.
I Logiweb vil metavariabler blive skrevet store og kursiverede, mens konkrete
variabler i Peano-aritmetik far en prik over. Eksempelvis er [7] en metavariabel,
mens [#] er den tilsvarende konkrete variabel.

Som udgangspunkt er saetninger omhandlende metavariabler at fortraekke
fremfor samme s@tning involverende konkrete variabler. Med metavariabler
kommer Logiweb’s unificeringssystem til sin ret, og man kan frit udskifte va-
riabler med vilkarlige (lovlige) konstruktioner. Visse beviser (specielt beviser
involverende induktion) lader sig dog ikke gennemfgre for metavariabler i Lo-
giweb, sa konkrete variabler vil blive brugt, hvor det er ngdvendigt.

Nogle af axiomerne i Peano-aritmetik stiller krav om, at der ved substitution
af termer for en variabel ikke fejlagtigt bliver bundet variabler af kvantorer (det
sakaldte “T er fri for x i S”-begreb i Mendelson). Eftersom Logiweb ikke har
nogen ide om, hvilke regler vores Peano-variabler skal adlyde, ma disse regler
defineres eksplicit. Dette ggres herunder '°:

Der introduceres en operator [x”]'°, der er sand netop hvis [x] er en Peano-
variabel.

12[11Y «

peano one”]
pyk
13[2 =" “peano two”]
pyk
M[x "= “x peano var”]

15Disse definitioner er taget uzendret fra [4].

5 pyk .
16[xP "= “x is peano var”|



[nonfree(x,y)]'” er sand netop hvis Peano-variablen [x] ikke forekommer frit i [y].
[nonfree” (x,y)]'® er sand netop hvis Peano-variablen [x] ikke forekommer frit i
en liste [y] af termer og/eller formler.

[nonfree(x,y) =

if y¥ then —x x y else

if =y = [Vx:y] then nonfree” (x,y") else
if x = y! then T else nonfree(x, y2)|

[noﬁfree*(x, y) = x!If(y, T, nonfree(x, y*) A nonfree” (x,¥*))]

[free(alx := b)]'? er sand nar substitutionen [(a [x:=b)] er fri. [free* (a|x := b)]?°

har samme betydning for en liste af termer [a].

[free(alx := b) = x!b!

if a” then T else

if —a = [Vu:v] then free*(a*|x := b) else
if al < x then T else

if non'free(x7 a?) then T else

if —nonfree(a’,b) then F else

free(a2|x := b)]

[free* (alx := b) = x!blIf(a, T, free(a®|x := b) A free*(at|x := b))]

[a=(b|x := ¢)]*! er sand nar [a] er [(b|x:=c)]. [a=(*b|x = ¢)]** har samme

betydning for lister [a] og [b].

[a=(b|x := c) = alx!c!

if b= [Vu:v] Ab! < x then a = b else
if b” Ab = x then a = ¢ else
a=bAal=("bt|x := c)]

- pyk .
17 [nonfree(x,y) = “peano nonfree  in * end nonfree”|

18nonfree” (x, y) Pk “peano nonfree star * in * end nonfree”|
9free(alx := b) Py “peano free * set * to * end free”|

20[free* (a|x := b) Pk “peano free star * set % to * end free”]
2lla=(b|x := c) Py “peano sub x* is * where * is x end sub”]

pyk . .
22[a=(*b|x := c) "= “peano sub star * is * where * is * end sub”]



[a=(*b|x := c) = bIx!c!If(a, T,a"=(b"|x := c) A at=(*b|x := c))]

3.3 Teorien S’

Den formelle teori, som vil danne grundlag for denne rapport, vil blive betegnet
[S/]?%, og er naesten identisk med teorien S, som defineres i Mendelson. Teorien
indeholder de 5 axiomer*® fra forsteordens preedikatkalkulen [A1]*°, [A2/]%0,
[A3]*7, [A4']?8, og [AD']*?, samt de 2 inferensregler [MP']? og [Gen']?!:

[Theory §']

[S' rule A1:VA:VB: A = B = Al

[S' rule A2:VA:VB:VC: (A=> B=>C) = (A= B) = A= (]

S’ rule A3':VA:VB: (4B = 2 A) = (4B = A) = B

S’ rule A4':VC:VA:VX:VB: [A]=([B]|[X] := [C]) - VX: B = A

S’ rule A5': VA VA: VB:nonfree([X], [A])  VA:(A = B) = A =
VX: B]

[S" rule MP:VA:VB: A = B+ AF B

[S" rule Gen’: VX:VA: A VA: A

pyk .
23[3/ PL® “gystem prime 7]

24Strengt taget er der tale om axiomsskemaer, men denne forskel er ikke veesentlig i denne
sammenhaeng.

25[A1 XX waxiom prime a one”]
26[A2! XX “axiom prime a two”]
27[A3! P caxiom prime a three”]
28[A4/ P2 waxiom prime a four”]
29[A5! XX “axiom prime a five”]
30MP’ P2 e prime mp”]

pyk .
31[Gen’ "X* “rule prime gen”]



Derudover er der ogsa de egentlige axiomer fra Peano-aritmetik [S1]32, [S2/]%?,
[83/]347 [84/]35, [85/]36, [86/]377 [87/]387 [881}397 og [89/]401

[S" rule S1:VA:VB:VC: AL B= AL C = BE(]
[S" rule S2:VA:VB: A2 B = A £ B

[S" rule S3":VA: -0 £ A']

[S" rule S4":VA:VB: A £ B = AL B

[S" rule S5":VA: A+0 2 A]

[S" rule S6":VA:VB: A+ B £ (A+B)]

[S" rule S7":VA: A0 £ 0]

[S" rule S8":VA:VB: A{(B') £ (A:B) + A

[S’ rule S9":VA:VB:VC: VX"

B=(A|X :=0) = C=(A|X = X') i
B= VX (A=C)= VXA

Bortset fra de Logiweb-specifikke tilfgjelser, adskiller teorien [S'] sig fra teorien S
i Mendelson ved, at axiomerne [S1']-[S9’] primart er angivet med metavariabler
i stedet for konkrete variabler, og dermed svarer axiomerne til lemma 3.2(1-
9) i Mendelson. Teorien kunne sagtens vaere formuleret pa samme made som i
Mendelson, men dette havde blot gjort beviser meget laengere pga. omfattende
brug af [A4'] og generaliseringer. Den praesenterede formulering viser sig meget
mere anvendelig i praksis, og vil derfor blive benyttet.

: pyk . .
32[51/ PX* “axiom prime s one”]

ac k . .
33192/ PX* “axiom prime s two”]

pyk . .
34[S3/ "= “axiom prime s three”]

pyk . .
35[S4’ =" “axiom prime s four”]

pyk . .
36[S5’ "= “axiom prime s five”|

E pyk . . .
37[S6’ "= “axiom prime s six”]

pyk . .
38[S7’ °= “axiom prime s seven”|
: pyk . . .
39138/ PX* “axiom prime s eight”]

pyk : . .
40[S9’ "=" “axiom prime s nine”]



4 Den kommutative lov for addition

Nu da grundlaget er pa plads, er det tid til at lgse den stillede opgave. Der skal
leveres et bevis for, at den den kommutative lov geelder for addition i Peano-
aritmetik, dvs. at t+r = r+t for to vilkarlige ikke-negative heltal t og r. Skrevet

i Logiweb’s notation skal Vi: Vit 4+ £ # + ¢ bevises®!.

Mendelson leverer et bevis for denne seetning, men for at kunne komme sa
langt skal der bevises en del forskellige hjeelpesaetninger. Ser man i Mendelson
indser man hurtigt, at beviset for kommutativitet [L3.2(h)’]*? afheenger af de fo-
regdende lemmaer [L3.2(a)']*3, [L3.2(b)’]*, [L3.2(c)']*°, [L3.2(d)"]*C, [L3.2(f)']*"
og [L3.2(g)']*®. Derudover vil det vaere praktisk at bevise at antal tautologier,
som vil kunne spare en del gentagelser af bevislinier. Der vil som udgangspunkt
ikke blive bevist flere seetninger end strengt ngdvendigt for at kunne gennemfgre
beviset for L3.2(h)’.

4.1 Hj=elpesatninger

Der vil nu blive fremsat og bevist en raekke forskellige tautologier, der er meget
nyttige at have ved handen. Disse hjeelpesaetninger bruger kun begreber fra den
rene praedikatkalkule, og vil derfor kunne bevises i mange andre teorier end
Peano-aritmetik.

4.1.1 MPTwice

I beviser har man af og til linier af formen [A = B = (|, og man gnsker
at konkludere [C] ud fra [A] og [B]. Dette kan naturligvis let klares med to
anvendelser af modus ponens, men der kan i disse situationer spares en bevislinie
ved at benytte det enkle lemma [MPTwice]*’:

417 denne sammenhseng spiller kvantorene ingen rolle, da de kan tilfgjes eller fjernes efter
behag.

421L3.2(h)’ P2 “emma prime three two h”]
43[1.3.2(a)’ P emma prime three two a”]
441L3.2(b)’ P2 emma prime three two b”]
45[1.3.2(c)’ PXX emma prime three two c”]
46[1,3.2(d)" = P2 “emma prime three two d”]

47[L3.2(f)’ P2 emma prime three two 7]

k
181,3.2(g)’ "L* “lemma prime three two g”]

k
4OMPTwice "Z* “lemma mp twice”]



[S" lemma MPTwice:VA:VB:VC: A= B=CF At B (|

Beviset for lemmaet er naturligvis blot at benytte modus ponens to gange,
men man vil bemarke at der alligevel kraeves 8 bevislinier pga. nogle Logiweb-
teknikaliteter. Det skulle dog veere rimeligt enkelt at forsta meningen med disse
liner, idet de simpethen blot remser lemmaets preemisser op igen.

S’ proof of MPTwice:

L01:  Arbitrary > A ;
L0O2:  Arbitrary > B ;
L03:  Arbitrary > C ;
L04: Premise > A= B=C :
L0O5:  Premise > A ;
L06:  Premise > B ;
LO7: MP’ > L04 > L05 > B=C ;
L08: MP’ > LO7 > L06 > C t
4.1.2 Lemma M1.7
Fra Mendelson tages lemma 1.7 [M1.7]°%:
[S" lemma M1.7:VB: B = B]
S’ proof of M1.7:
LO1:  Arbitrary > B ;
L02: Al > B=(B=B)=B ;
L03: A2 > (B= (B= B) = B) =
(B=B=B)=B=258 ;
L04:  MP/>L03>L02 > (B=B=B)=B=B :
L05: Al > B=B=8 ;
L06: MP’ > L04 > L05 > B=B O

4.1.3 Lemma Weaken

Det vil blive ngdvendigt at ggre et udsagn “svagere”, dvs. ggre det betinget af
et nyt udsagn, hvilket naturligvis altid er tilladt. Dette udtrykkes i lemmaet
[Weaken]”':

k
50[M1.7 "£* “mendelson one seven”]

pyk
51[Weaken "= “lemma weaken”]

10



[S" lemma Weaken: VA: VB: A+ B = A]

Beviset er helt enkelt:

S’ proof of Weaken:

L01:  Arbitrary > A ;
L02:  Arbitrary > B ;
L03: Premise > A ;
L04: Al > A=>B=>A ;
L05: MP’ > L04 > L03 > B=A O

4.1.4 Tautologi 1

[Taut1]°? er det forste af fire tautologier, der er en smule mere komplicerede end
de hidtil sete. Disse tautologier har ikke nogle oplagte navne, hvorfor de blot vil
blive nummereret. Dette fgste lemma tillader, om man ombytter raekkefslgen af
visse praemisser i en implikation:

[S" lemma Tautl:VA:VB:VC: A= B=CF B = A=C]

Beviset er ikke langt, men demonstrerer alligvel, at man naturligvis kan referere
tilbage til tidligere beviste lemmaer. Logiweb checker, at alle refererede lemmaer
ogsa er beviste, og at der ikke er cykliske afheengigheder mellem beviser.

S’ proof of Tautl:

LO1:  Arbitrary > A ;
L02:  Arbitrary > B ;
L03:  Arbitrary > C ;
L04: Premise > A=B=C ;
LO5: A2 > A=>B=>C) = (A=>B)=>
(A=20)) ;
L06: MP' > L0501 L04 > A=>B)=> (A=0) ;
LO7:  Weaken > L06 > B=(A=B)=(A=0) ;
LO8: A2 > B=>A=>B)=>(A=0)=>
(B=>A=2B)=>B=>A=>
c ;
L09: Al > B))_—'> A=B ;
L10: MPTwicer>L0O8>L07T>L09 > B=A4=C ad

K
52[Tautl "Z* “lemma tautology one”]

11



4.1.5 Tautologi 2

Lemma [Taut2]’® udtrykker en form for transitivitet af implikationsoperatoren.

[S" lemma Taut2: VD:VE:VF: (D = E) F (€= F)F (D = F)]

S’ proof of Taut2:

LO1:  Arbitrary > D ;
L0O2:  Arbitrary > & ;
L03:  Arbitrary > F ;
L04:  Premise > D= £ ;
L05:  Premise > ESF ;
L06: Al > E>F)=>D=(E=2F) ;
LO7:  MP’ > L06 > L05 > D=E=SF ;
L0O8: A2 > D=>E=2>F)=>(D=>€E)=>
(D= 7)) ;
L09: MPTwicer>LO8>L07T>1L04 > D= F O

4.1.6 Tautologi 3

Med lemma [Taut3]°* kan man eliminere en betingelse fra en dobbeltimplikation,
safremt det kan bevises, at betingelsen altid er opfyldt.

[S" lemma Taut3:VA:VB:VC: A= BF A= B=CF A=C]

S’ proof of Taut3:

LO1:  Arbitrary > A ;
L0O2:  Arbitrary > B ;
L03:  Arbitrary > C ;
L04: Premise > A=B ;
L05:  Premise > A=B=C :
L06: A2 > U=B=0) = (A= B) =
(A=0)) ;
L07: MPTwicer>L06>L05>1L04> A=C O

4.1.7 Tautologi 4

Tautologi [Taut4]®® er en svagere variant af forrige tautologi.

5e k

53[Taut2 "Z* “lemma tautology two”]
k

54[Taut3 "Z* “lemma tautology three”]

k
55 [Taut4 " “lemma tautology four”]

12



[S" lemma Taut4:VA:VB:VC: A+ B= A= CFB=(|

S’ proof of Taut4:

LO1:  Arbitrary > A ;
L0O2:  Arbitrary > B ;
L03:  Arbitrary > C ;
L04:  Premise > A ;
L05:  Premise > B=A=C ;
L06:  Tautl > L05 > A=B=C :
LO7:  MP’ > L06 > L04 > B=C O

4.2 Lemmaer fra Peanoaritmetik

4.2.1 Lemma 3.2 (a)

Det fgrste lemma fra Mendelson udtrykker at lighedstegnet er refleksivt:
[S lemma L3.2(a):V7T:T £ 7]

Beviset er kort, og benytter addition med nul som “trick”:

S’ proof of L3.2(a)":

LO1:  Arbitrary > T ;
L02: S5 > T+027T :
L03:  S1'> (TH+OET)=> (TH02T >
T=T) ;
L04: MPTwicer-L03>L02>L02> T 27 o

4.2.2 Lemma 3.2 (b)

Lemma [L3.2(b)’] siger, at lighedstegnet er symmetrisk:

[S’ lemma L3.2(b):VT:VR: T 2 R = R £ 7]

S’ proof of L3.2(b)":

L01:  Arbitrary > T ;
L02:  Arbitrary > R ;
L03:  S1'>> TERS(TE2T>RET)
L04:  Tautl > L03 > TETS(TER=>RET)

13



L05:  L3.2(a) > TET
LO6:  MP/ > L04 > L0O5 > TEZRSRE2T O

4.2.3 Lemma 3.2 (c)

Dette lemma siger, at lighedstegnet er transitivt. Med dette lemma er det nu
bevist, at lighedstegnet er en skvivalensrelation.

[S" lemma L3.2(c): VT :YR:VS:T £ R = (RES =T £ 38)]
Med de allerede beviste lemmaer er dette bevis helt enkelt:

S’ proof of L3.2(c)":

LO1:  Arbitrary >

L0O2:  Arbitrary >

L03:  Arbitrary >

L04: Sl >

L05:  L3.2(b) >

L06:  Taut2> LO05> L04 >

T3>RES2TLS) ;
RSRET ;
R=(RESSTES) O

[le lIo |

NNR AN

4.2.4 Lemma 3.2 (d)

Dette lemma er lidt besveerligt at beskrive med ord, men dets mening skulle
veere klar og det vil vise sig szerdeles nyttigt i flere af de kommende beviser

[S" lemma L3.2(d):VT:VR:IVS:RET = (S£T = R £ 8)]

S’ proof of L3.2(d)":

LO1:  Arbitrary > T ;
L02:  Arbitrary > R ;
L03:  Arbitrary > S ;
L04:  L3.2(c) > RET =S (TZ2S=2RES) ;
L05:  Tautl > L04 > TZSRETSRES) ;
L06:  L3.2(b) > SET=>T2S ;
LO7:  Taut2 > L06 > L05 > SET3RE2TRES) ;
L08:  Tautl > LO7 > RET=(SZ2T=2>RES) O

14



4.2.5 Lemma 3.2 (f)

Lemma L3.2(f)’ er det forste lemma, der kraever et induktivt bevis. Dette bevir-
ker, at lemmaet ma formuleres med konkrete variabler i stedet for metavariabler
som de tidligere lemmaer har benyttet. Der bevises en version, hvor den frie va-
riabel er kvantoriseret, da denne denne form er nemmere at arbejde med i senere
beviser.

[S’ lemma L3.2(f)’:Vi: P20+ ]

Som ved enhver induktion skal der bade bevises et basistilfeelde og et induk-
tionsskridt for at axiom S9’ kan bruges til at konkludere det gnskede. Beviset
er dog ikke lsengere, end at begge dele uden problemer kan bevises i samme
lemma. Var beviset blevet langt, ville det nok have veeret mere overskueligt, at
dele lemmaet op i flere dele.

S’ proof of L3.2(f)":

LOl: S5 > 0+020

L02:  L3.2(b) > 0+020=020+0
L03: MP’ > L02 > L0l > 02040

LO4:  S6' > 04+ £ (041

L05: Al > 0+ 2 OF+)y =>t20+t=>
0F# 2 (0+1y ;

L06:  MP’ > L05 > L04 > t204+i=>04+8 2 (0F1) ;

LO7:  M1.7> PE0Ft= i 2044 :
L08:  S2' > t20+i=> 120+ ;
L09:  Taut2 > LO7 > LO8 > t204i> 12 0F1) ;
L10:  L3.2(d) > 2 (0F) = (041 2

OF1) =>¥20+1) ;
t204+i= 0+ & (04+1) =

20+t :
tZ0Ft > 204 ;
Vi:(t204+i=1 2041 ;
0204+0=Vi:(t 20+1=>

PEOL) > VE(EE2041) ;
Vi:igo—i—i O

L11: Taut2> LO8 > L10 >
L12: Taut3 > L06 > L11 >
L13: Gen'>L12>

L14: S99 >

L15: MPTwice>L14>L031>L13 >
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4.2.6 Lemma 3.2 (g)

Dette sidste lemma inden L3.2(h)’ er i sig selv ikke specielt interessant, men er
ngdvendigt for at det endelige induktive argument kan gives.

[S’ lemma L3.2(g)": Vi: Vi i/ + i & ( + 7))

Beviset er laengere og mere komplekst end nogen af de tidligere beviser. Igen er
det et bevis ved induktion, og fremgangsmaden er i vid udstrackning den samme
som i Mendelson. Beviset er gjort en anelse kortere ved at anvende en makro

H.

S’ proof of L3.2(g)":

LOl: S5 > oz :
L02: S5 > P02 ;
L03: 82> tF02 i = (i40)y 2 ;
L04: MP’>L03>L02> (t40) £ ;
L05:  L3.2(d) > 402 ¥ = (1407 2V >

402 (t+0) ;
L06:  MPTwice>L05>101>104 > #4022 (¢ +0) ;

L07: Local > H=1+i& (7.f + )’ )
L08:  S6' > Vi By ;
L09:  Weaken > LOS > H= 1 i 2y ;
L10:  S2' > Vi = (L) S () E
(4 #)" ;
L1l L3.2(c) > N N G
(L) =+ E (@ F7)" ;
L12:  MP/ > L1l 108 > (' F#) B (i) =4 2
(14 )" ;
L13: Taut2>L10>L12 > H= 147 2 () ;
L14:  S6 > b+ 2 (i) :
L15:  S2' > Pt 2 (f4i) = (B 2
(tJrT)// :
L16: MP'>L15>L14 > (t4+) & (E+7)" ;
L17:  L32(d) > Vi Z () = (i) 2
(F+7)" =+ 2@+
L18: Taut2rL13>L17 > H = 4+ 2 (40 =
v E () ;
L19:  Tautl > L18 > (t+i)y & (E+7) > H >

N ;
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L20: MP'>L19>L16 > H= 1 Fi 2 (t+7") ;

L21:  Gen'>L20 > Vi (Hﬁ i 2 (t+r)’) ;
L22:  S9' > 40 = (EH0) = (Vi (H =
i 2 () >
Vi t’Jer(tJ'rr")’ ;
L23:  MPTwice>L122>106>121 > Vit +i 2 (i 47) ;
L24:  Gen' > 123> ViVt 47 2 (14 7)) ]

4.2.7 Lemma 3.2 (g) II

I beviset for L3.2(h)’" skal L3.2(g)’" benyttes, men netop fordi der skal bevises
kommutativitet, skal variablerne ¢ og - benyttes i omvendt raekkefplge. At denne
ombytning er tilladt er intuitivt oplagt for en menneskelig laeser, men Logiweb
kreever dette bevist i pinagtig detalje. For at gore beviset for L3.2(h)’ kortere,
er her en udgave af L3.2(g)’ kaldet [L3.2(g)'I1]°°, der passer perfekt til senere
brug.

Hjeelpeseetningen har tre umiddelbart meget komplicerede sidebetingelser.
Disse betingelser siger tilsammen, at det er tilladt at udskifte ¢ med # og om-
vendt. Fordi disse udskiftninger ikke kan foretages samtidigt, er det ngdvendigt
at benytte en midlertidig tredie variabel §. Det endelige lemma er ikke kvanto-
riseret, hvilket er godt, da det netop er skrevet med samme konkrete variabler,
som skal bruges senere.

[S" lemma L3.2(g)'1L: [Vi ' + i & (5 4+ #)1=([Vi: ¥/ + # £ (£ #)7|[H] = [5]) +]
[+ 82 (6 HD)T=([8 + & (3 +#)T|[#] = [1) b [ 48 2 (0 ) 1=([5 +1 £
(5 8)[5] = [7]) b 7 +1 2 (7 4 )]

Beviset udskifter forst ¢ med 3, derefter i+ med # og til sidst § med 7 ved
hjeelp af axiom A4’. Sidebetingelserne skal explicit angives, fot at Logiweb kan
kontrollere, at substitutionerne er legale.

S’ proof of L3.2(g)'1I:

LO1:  L3.2(g) > ViVt i 2 (E ) ;

L02:  Side-condition > Vi § 47 £
(5+7)1=([Vit' +7 2
(E+ )] = [31) ;

L03: A4 > L02 > (wwmwéawm$

Vit 47 2 (54 7) :

k
56[1.3.2(g)'11 PX* “lemma prime three two g rev”]
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L04: MP’ > L03 > L01 > Vit s Fi 2 (547 :
L05:  Side-condition > [+t & (541 1=([5 + 7 £
(S+T)Wﬂ = [1]) ;
L06: A4’ > L05 > s+ 2 (5+7)) =
gt (541 ;
LO7:  MP’ > L06 > L04 > 5 +is3(s+t) ;
L08:  Gen'>L07 > Vs 12 (5 1) ;
L09:  Side-condition > [+t & (F+1)]=([s+1 £
(3+8)1[3] = [71) ;
L10: A4 > L09 > (Vs:5+1 2 (54+1)) =
i+t 2 (1) :
L11:  MP’ > L10 > L08 > it 2 () ]

4.2.8 Lemma 3.2 (h) basis

Beviset for [L3.2(h)'] er tilpas langt til, at det bgr deles op i flere bidder. Der-
udover anvendes i beviset en instans af axiom A4’ som kraever at en (triviel)
sidebetingelse er opfyldt. Denne sidebetingelse skal sa ogsa angives i selve lem-
maet, og ser dels ikke paent ud og kunne dels forlede laeseren til at tro, at kun
en svagere variant af lemma 3.2 var blevet bevist, sa derfor pakkes denne side-
betingelse veek i den fgrste halvdel af beviset for [L3.2(h)’]. Derfor bevises forst
en del af [L.3.2(h)’] kaldet [L3.2(h)basis]"".

Denne fgrste del tager sig ogsa af selve induktionsargumentet, og beviser

basistilfeeldet. [L3.2(h)’] vil s& veere bevist ud fra dette lemma [L3.2(h)'basis],
hvis selve induktionsskridtet kan bevises.

[S’ lemma L3.2(h)'basis: [i £ 0+i]=([t & 0+i||[{] :== [1]) + (Vi (i+7 £
Pt i i) S Vit £ 4]

S’ proof of L3.2(h)'basis:

LOl: S5 > P02 :
L02: L3.2(f) > Vit 2044 ;
L03:  Side-condition > (i £ 04+=([t £ 0+1]|[H] =
[£]) ;
L04: A4 > L03 > (Vi Z04+i) >t 2041 ;
LO5:  MP’ >L04>L02 > PO+ :
L06:  L3.2(c) > P02 = i 204 =
PO 041 ;

LO7: MPTwicer>LO6>L0O1>L05> t+02041 :

57[L3.2(h)’basis P2 emma prime three two h base”]
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Log: 89 > tH0 2 041 = (Vin(tdi 2
Pt bt 2 ) S
Vit i &) ;

L09:  MP’ > L08 > L0O7 > Vit(b+r & idi = i+ 2
MY SVt 2 o

4.3 Kommutativitet - Lemma 3.2 (h)
Med alt det gjorte forarbejde er beviset for [L3.2(h)’] nu ret enkelt.
[S" lemma L3.2(h)": Vi: Vi i 4 i £ i 4 ]

Beviset er naturligvis et induktionsbevis, men eftersom selve induktionsargu-
mentet er pakket veek i [L3.2(h) basis], har dette bevis mest til opgave at samle
tradene fra forgaende lemmaer.

S’ proof of L3.2(h)":

LOl:  S6 > 4 2 (47 ;
L02:  L3.2(g)'Tl > MR () ;
L03:  Local > H=1t4+r2iii ;
Lo4:  S2'> t+r 2 bt > (i47) 2
(7 +1) ;
L05:  L3.2(c) > b+ 2 (47 > (47 2
(F4 1) = t4+ 2 (1) ;
L06:  MP’ > L05 > LO1 > (t47) & (1) = 4+ 2
(i +1) ;
LO7:  Taut2 > L04 > L06 >> H= i+ 2 (4 1) ;
L08:  L3.2(d) > i 2 (1) > (4t 2
(F4+1)) =i+ 2 i ;
L09:  Taut2 > LO7 > L08 > H = "+t £ (1) =
P24t :
L10:  Taut4 > L02 > L09 > H=t47 21 ;
L11:  Gen' >L10> Vit (H = t47 2 4 1) ;
L12:  L3.2(h)'basis > Vic(i4+ 2 4t = idi 2
MY SVt 2t ;
L13: MP'>L12>L11>> Vitt4+i 2 i i :
L14:  Gen' >L13> ViiViit b &g m
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5 Konklusion

Det er lykkedes at bevise den kommutative lov for addition formelt i systemet
Logiweb, der bade kan verificere beviser i logiske systemer, og samtidigt kan
praesentere disse pa en paen made for laeseren. Brug af konkrete variabler gjorde
flere af beviserne overraskende komplekse, men ellers var Logiweb et fornuftigt
system at udarbejde beviser i.
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A Definitioner

A.1 Denne sides navn

Denne rapport er ogsa en Logiweb-side, og skal derfor have et navn. Dette
defineres til:

[peanorapport Pk “peanorapport”|

A.2 Variabler i Peano-aritmetik

Folgende kan veere konkrete variabler i Peano-aritmetik [a]°%, [b]

[(-3]627 [f]63, [9]647 [5]65, [i]ﬁﬁ7 [j]677 [];/,]687 mﬁt)’ [m]m’ [h]71, [b

=
N
=,
IS
w
=
I
N

k
58[& pé “peano an]

591; Pyk
og[b Py “peano b”}

k
GO[é Py “peanoc c”]

g k
61[d p% “peano dw]

k
62[é Py “peano ¢”]

. pyk
63 [f Py “peano f”]

k
64[!'] p% “peano gvv]

. pyk
65 [ Py “peano h”]
o pyk
66[; "% “peano i”]

. pyk
67[j Py “peano j”]

68[k p%k “peano k::]

- pyk
69[[ p; “peano 171]

k
70 [ Py “peano m”]

1, pyk “peanc n”]

k
72[6 Py “peano O”}

. k
73 [p p% :4pean0 p”}

k
74[('] pé “peano qn}
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.@,
I

_ Disse variabler makrodefineres som [a %é], [b = b], [c =¢], [d =4
F=f,lg=gl [h=h], [ =0, =], [k=k, [ =1, [m=n =n
b=l [q=al, [F=,[5=3, [ =1, [e=ad, [0
9 =3), o5 [> =)

S
I
. O -
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75 [+ P; “peano r”]
7613 Pk “peano s”]
77[t pyk “peano t”]
k
78 [u p% “peano uw]
[ Pk “peano v”|
80 pyk 9
[w =" “peano w”]
81(% Py “peano x”|
82 [y p% “peano yw]
83[ pyk ”
z = “peano z”]
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