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1 Indledning

Her er en matematisk seetning: Ligheden
n+m = m+n (1)

geelder for alle naturlige tal n og m. (Ved et “naturligt tal” forstar jeg et ikke-
negativt heltal).

Denne rapport indeholder et formelt bevis for saetning (1). Beviset gen-
nemfgres inden for rammerne af et formelt system kaldet “Peano aritmetik”.
Rapporten er udarbejdet ved hjeelp af Logiweb, som er et system til verifikation
og publikation af tekster, der indeholder formel matematik. Logiweb har veri-
ceret, at rapportens bevis for seetning (1) er korrekt — sa jeg kan tillade mig
at pasta, at rapporten ikke indeholder nogen formelle fejl. Jeg har ogséa brugt
Logiweb til at publicere rapporten pa internettet; adressen er:
http://www.diku.dk/~grue/logiweb/20050502/home/eriksen/peano-commutativity.

Rapportens bevis for (1) findes allerede i litteraturen — se [3], saetning
3.2(h). Det er altsa mere rimeligt at betragte rapporten som en formel gvelse
i at bruge Logiweb, end som et selvsteendigt stykke matematisk arbejde; men
formelle gvelser har jo ogsa deres berettigelse.

Rapporten er struktueret som fglger: Afsnit 2 handler om Logiweb. Det er
ikke en detaljeret beskrivelse af systemet, men giver forhabentlig oplysninger
nok til, at man kan forsta rapportens formelle indhold uden yderligere viden om
Logiweb. Afsnit 3 beskriver syntaksen for Peano aritmetik samt det aksiomsy-
stem, der bliver brugt i rapporten. Afsnit 4 praesenterer de 28 hjslpesatninger,
som jeg vil bruge til at bevise ligning (1). For overskuelighedens skyld har jeg
inddelt hjzelpessetningerne i 3 undergrupper: Lemmaer, afledte lemmaer og ma-
kroer. Makroerne bliver bevist i afsnit 5; og de resterende hjeelpesatninger bliver
bevist i afsnit 6.

2 Lidt om Logiweb

Som naevnt i indledningen er denne rapport skrevet ved hjelp af Logiweb. Dette
betyder dels, at rapportens formelle indhold er defineret ud fra nogle andre
Logiweb-dokumenter, og dels at rapporten har nogle stilistiske szertraek. Disse
to facetter ved Logiweb vil jeg kort forklare i afsnit 2.1 og 2.2. For en detaljeret
beskrivelse af hele Logiweb systemet vil jeg henvise til [1]; her kan man bla. leese
om den bevischecker, der har verificeret rapportens beviser.

2.1 Formelle konstruktioner

Det formelle indhold af et Logiweb-dokument er sammensat af en reekke formelle
konstruktioner. En formel konstruktion kan repraesentere alt, hvad der har med
formel matematik at ggre: Variable, funktioner, lemmaer, beviser, osv. Der er
to kilder til konstruktionerne i et Logiweb-dokument: Dels kan man indfgre
sine egne konstruktioner, og dels kan man importere konstruktioner fra andre
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Logiiweb-dokumenter. I denne rapport er alle konstruktioner importerede fra de
to Logiweb-dokumenter [1] og [2] — med undtagelse af de konstruktioner, der
repraesenterer rapportens 28 hjalpesaetninger; dem definerer jeg selv.

2.2 Seerlige definitioner

Den formelle del af et Logiweb-dokument skrives i et formateringssprog ved
navn “pyk”. Hver formel konstruktion, man arbejder med i dokumentet, har
tilknyttet en sédkaldt “pyk definition”. Dette er en angivelse af, hvad man skal
skrive, hvis man i et andet Logiweb-dokument gnsker at benytte den pagaeldende
konstruktion. Hvis man indfgrer en ny konstruktion i sit Logiweb-dokument, er
det et krav, at man ggr den tilsvarende pyk definition tilgeengelig i dokumentet.
Dette krav vil jeg imgdekomme ved at naevne pyk definitionen i en fodnote, hver
gang jeg praesenterer en ny hjaelpessetning.

Logiweb genererer det faerdige dokument ved hjalp af det kendte formate-
ringssprog KTEX. Derfor har hver formel konstruktion ogsa tilknyttet en sakaldt
“TEX definition”, som angiver, hvordan konstruktionen skal skrives i ITEX. Li-
gesom pyk definitioner skal ogsa TEX definitioner vzere tilgsengelige i dokumen-
tet. TEX definitionerne for denne rapports lemmaer er vedlagt i bilag B.

Endelig skal det neevnes, at Logiweb opfatter selve navnet pa et Logiweb-
dokument som en formel konstruktion. Derfor skal ethvert Logiweb-dokument
indeholde mindst én pyk definition — nemlig pyk definitionen af dokumentets
eget navn. Denne definition har jeg vedlagt i bilag A.

3 Peano aritmetik

Peano aritmetik er et formelt sprog, der bruges til at repraesentere de naturlige
tal. Jeg vil bruge ngjagtig den samme version af Peano aritmetik som dén,
der prasenteres i [2]. Dette geelder bade mht. syntaksen (som jeg gennemgar i
afsnit 3.1), og mht. det anvendte aksiomsystem (som jeg gennemgar i afsnit 3.2).

3.1 Syntaks
Peano aritmetik er opbygget af termer og formler; jeg gennemgar hver af disse
begreber i de fglgende to underafsnit.
3.1.1 Termer
Syntaksen for en term 7 kan beskrives ved den fglgende BNF-grammatik:
T == 0|7 |T+7T|7T:7T|Pvar (2)

Efterfglgeren m til et naturligt tal n er det mindste naturlige tal, der er stgrre
end n. Efterfglgeroperatoren er den funktion, der fgrer n over i m. Ideen med
den syntaktiske konstruktion ’ er, at den skal repraesentere efterfglgeroperatoren.



Pa denne made kan vi repraesentere alle naturlige tal med de to konstruktioner
0 og/ — 1 kan repraesenteres som 0, 2 som (0')’, ' osv.

Ideen med konstruktionerne + og * er, at de skal repraesentere regningsarterne
addition og multiplikation. Da denne rapport kun omhandler addition, kommer
vi ikke til at se mere til tegnet .

Den sidste konstruktion i (2) er Pvar, som er en forkortelse for “Peano varia-
bel” . En Peano variabel er en variabel, der varierer over konstante termer (hvor
en konstant term er en term, der ikke indeholder Peano variable). Artiklen [2]
bruger sma bogstaver med en prik over til at bensevne Peano variable — altsa
f.eks. a og b. Jeg vil ggre det samme, idet jeg dog kun vil bruge bogstaverne ¢,
7 og §.

3.1.2 Formler
Syntaksen for en formel F kan beskrives ved den fglgende BNF-grammatik:
F o= TE2T|~F|F= F|vpvar: F

Med en formel kan vi altsa pasta, at to termer er lig hinanden. Herudover kan
vi negere formler, saette formler sammen med implikationstegnet = samt satte
alkvantoren V foran formler. Bemerk at = er hgjreassociativ; et udtryk som
feks. i = 5 = ¢ skal laeses som i = (§ = #).

3.2 Aksiomatisk system

Beviserne i denne rapport baserer sig pa det aksiomatiske system S’ fra [2].
Dette system bestar af 14 aksiomskemaer (kaldet Al'— A5' og S1'—S9’) og 2
slutningsregler (kaldet MP’ og Gen’). For overblikkets skyld genoptrykker jeg
dem her:

[S" rule A1:VA:VB: A= B = A

[S" rule A2:VA:VB:VC: (A= B=C)=> (A= B) = A= (]

[S' rule A3: (B = 4 A) = (2B = A) = B

[S rule A4’:VC:VA:VX:VB: [A|=([B]|[X] = [C]) k- VX: B = A

[S" rule A5':VX:V.A: VB: nonfree(X, A) - VX: (A = B) = A = VX:B]
[S' rule MP":VA:VB: A= B+ At B

[S" rule Gen'’: VX:VA: A VX: A

[S" rule S1:VA:VB:YVC:AZB= AZ2C = BE(]

IEgentlig ber (0’)" skrives 0. Imidlertid er der en lille fejl ved TEX definitionen af kon-
struktionen ’ i [2]. Fejlen betyder, at INTEX ikke accepterer to anvendelser af ’ i treek — derfor
den ekstra parentes.




[S" rule S2:VA:VB: A2 B = A" £ B]

[S" rule S3':V.A: -0 £ A|

[S" rule S4":VA:VB: A’ £ B = AL B]

[S" rule S5":VA: A+0 2 A]

[S" rule S6":VA:VB: A+ B £ (A+B)
[S" rule S7:V.A: A0 £ 0]

[S" rule S8":VA:VB: A:(B') £ (A:B) + A

[S" rule S9":VA:VB:VC: VX"
B=(A|X := 0) - C=(A|X := &) I
B = VX (A= C) = VA A

For at lette forstaelsen af S’ vil jeg slutte dette afsnit med en generel beskrivelse
af de to komponenter, som S’ bestar af: Aksiomskemaer og slutningsregler.

Et aksiom er en formel, som vi kan tage for givet. Et aksiomskema reprae-
senterer en maengde af aksiomer. F.eks. fglger det af aksiom A1’, at formler som
F=t=iogs=020 = 5 er aksiomer. Variablene A og B i A1’ kaldes
for meta-variable. Meta-variable er ikke en del af Peano aritmetik; de bruges
i stedet, nar vi taler om Peano aritmetik — hvilket vi jo ggr i vores aksiom-
system. (Der er en tilsvarende forskel mellem den alkvantor V, som vi bruger
i Peano aritmetik, og den alkvantor V, som vi bruger i S’). Meta-variable kan
variere over Peano variable, vilkarlige termer eller formler. I S’ bruges “X” om
den forste slags meta-variable, mens “A”, “B” og “C” bruges om de to andre
slags meta-variable.

Ud over aksiomskemaerne indeholder S’ som naevnt to slutningsregler. En
slutningsregel er en regel for, hvordan vi kan vise formler ud fra andre formler,
som allerede er bevist. F.eks. siger MP’, at vi kan vise formlen B, hvis vi i
forvejen har vist de to formler A = B og A. Slutningsreglerne definerer saledes
en beviselighedsrelation F mellem formler.

Tilsammen definerer aksiomskemaerne og slutningsreglerne en mangde af
beviselige formler: En beviselig formel er enten et aksiom, eller ogsa kan den
bevises ud fra aksiomerne ved hjelp af slutningsreglerne. Jeg vil bruge ordet
“systemseetning” som en feellesbetegnelse for aksiomskemaer og slutningsregler.

En systemsatning kan indeholde en eller flere sidebetingelser; dette geelder
for tre af aksiomskemaerne i system S’ (A4’, A5’ og S9'). En sidebetingelse i en
systemseetning definerer et krav til den korrekte anvendelse af systemsaetningen.
1S9 er det f.eks. klart, at implikationen [B = YX: (A = C) = VX: A] ikke har
generel gyldighed: B skal vaere et basistilfeelde, og formlen A = C skal repraesen-
tere det induktive skridt. Disse ekstra krav er formuleret i de to sidebetingelser
i S9’. Rent syntaktisk bruger vi tegnet “=” til at adskille en sidebetingelse fra
den gvrige del af systemsaetningen.



4 Lemmaer, afledte lemmaer og makroer

Som ngevnt i indledningen har jeg opdelt beviset for (1) i 28 hjeelpesatninger.
For overskuelighedens skyld har jeg inddelt disse hjaslpesasetninger i tre grupper:
Lemmaer, afledte lemmaer og makroer. Distinktionen mellem disse grupper er
ikke knivskarp, men den ggr det lettere at forklare bevisets struktur. I dette
afsnit vil jeg gennemga hver gruppe og praesentere de hjslpessetninger, som
grupperne indeholder.

I min definition af de forskellige hjslpessetninger vil jeg bruge de fglgende
konventioner for variabelnavne:

e Meta-variable, der varierer over formler, betegnes med “A”, “B”, “C”,
112 Y “en “ 22
D, “E” og “F.

e Meta-variable, der varierer over vilkarlige termer, betegnes med “77, “R”,
((877 og “u”

e Meta-variable, der varierer over Peano variable, betegnes med “Z”.

[13%2) W

e Peano variable betegnes med “”, “i” og “3”(som allerede naevnt i afsnit
3.1.1).

4.1 Lemmaer

Under kategorien “lemmaer” vil jeg for det fgrste rubricere hovedsaetningen (1),
formuleret i Peano aritmetik:

[S lemma PlusCommutativity: ¢ + - = i+ #] 2

Som det kan ses, benytter PlusCommutativity sig ikke af meta-variable (som
feks. 7 og R), men derimod af Peano variablene ¢ og 7. Der er en teknisk
forklaring herpa: PlusCommutativity skal vises ved induktion, og derfor kommer
aksiomskemaet S9’ uundgaeligt til at indga i beviset. Som neevnt i afsnit 3.2
benytter S9’ sig af sidebetingelser; og Logiwebs bevischecker kan (endnu) ikke
evaluere sidebetingelser, der indeholder meta-variable.

I afsnit 3.1 i leerebogen [3] beviser Mendelson PlusCommutativity under
navnet “ssetning 3.2(h)”. For at na frem til ssetning 3.2(h) viser Mendelson
forst de fglgende seks lemmaer: *

[S’ lemma EqualReflexivity: vV7:7 £ 7] *

[S" lemma EqualSymmetry:V7T:YR: T £ R = R = 7] °

2[PlusCommutativity pyk “plus commutativity”]. Dette er en “pyk definition”, som omtalt
i afsnit 2.2.

3Det skal lige nezevnes, at Mendelson bruger meta-variable i sin formulering af
Mendelson3.2(f) og Mendelson3.2(g). Fordi disse lemmaer skal vises ved induktion, bruger
jeg Peano variable i stedet for.

4[EqualReflexivity Py “equal reflexivity”]

k
5[EqualSymmetry P “equal symmetry”]



[S" lemma EqualTransitivity: V7 :VR:VS: T 2R >R E2S=>T £ 5] ¢
[S" lemma Mendelson3.2(d):VT:VU:VS: T 2U =S 2U =T 28] 7
[S" lemma Mendelson3.2(f): £ & 0+ ] ®

[S” lemma Mendelson3.2(g): ¢/ + i £ (i 4 7)'] ?

Lemmaerne EqualReflexivity, EqualSymmetry og EqualTransitivity udsiger til-
sammen, at L er en skvivalensrelation — altsa en relation, som er reflek-
siv, symmetrisk og transitiv. Indholdet af de tre lemmaer Mendelson3.2(d),
Mendelson3.2(f) og Mendelson3.2(g) kan ikke sammenfattes lige sa koncist, sa
jeg har givet dem de samme navne, som de har i [3].

Ligesom PlusCommutativity skal Mendelson3.2(f) og Mendelson3.2(g) bevi-
ses ved induktion. For at begraense leengden af de enkelte beviser har jeg valgt
at definere basistilfeeldene og de induktive skridt som selvstaendige lemmaer. Pa
denne made far vi yderligere seks lemmaer:

[S" lemma Mendelson3.2(f)Base: 0 £ (0] 1°
[S" lemma Mendelson3.2(f)Indu: t £ 0+ i = # 2041 1!
[S’ lemma Mendelson3.2(g)Base: i’ +0 £ (i +0)] 2
[S" lemma Mendelson3.2(g)Indu: # 4 i £ (i + ) = ¥ +# & (¢ F#)] 1
[S’ lemma PlusCommutativityBase:  +0 £ 04 #] *

[S" lemma PlusCommutativityIndu: i +# £ 7+ ¢ = ¢+ £ 7 F ] 1
Bemeerk at induktionen i Mendelson3.2(g) og PlusCommutativity forlgber efter

variablen 7 (og ikke efter #).

Flere lemmaer er der ikke i denne rapport; en opteelling viser, at der i alt er
13 lemmaer.

8[EqualTransitivity pyk “equal transitivity”]
"[Mendelson3.2(d) "= PXX “mendelson three two d”]
8[Mendelson3.2(f) = PXX «mendelson three two 7]
9Mendelson3.2(g) = P2 «mendelson three two g”]
10[Mendelson3.2(f)Base = PXX “mendelson three two f base”]
1 Mendelson3.2(f)Indu PX¥ “mendelson three two £ induction”]
12[Mendelson3.2(g)

13[Mendelson3.2(g)Indu PYX «mendelson three two g induction”]

Base 2 “mendelson three two g base”|

14 PlusCommutativityBase Pk “plus commutativity base”]

l5[PlubCommutat1v1ty1ndu = plub commutativity induction”]



4.2 Afledte lemmaer

Som navnet antyder, er de afledte lemmaer afledt fra de lemmaer, som jeg prae-
senterede i afsnit 4.1. '° Jeg vil i alt definere 6 afledte lemmaer. De kan opdeles i
tre undergrupper: Regellemmaer, betingede regellemmaer og navneafledte lem-
maer.

4.2.1 Regellemmaer

Som vi senere vil se i afsnit 5.3, kan vi altid bevise

At B,
hvis vi i forvejen har et bevis for:

A= B.
Ved et “regellemma’” forstar jeg et lemma af formen A F B, som er afledt fra
et lemma af formen A = B. Nar et lemma skal anvendes i beviser, er det
som regel lettere at arbejde med regellemmaet end med det tilsvarende moder-
lemma. Det gaelder ogsa for de tre lemmaer EqualSymmetry, EqualTransitivity
og Mendelson3.2(d) fra afsnit 4.1. Derfor vil jeg bevise de tilsvarende tre regel-
lemmaer:

[S" lemma Mendelson3.2(d)Rule:
VT:YVRVS:TERFSEREFT 28]

[S" lemma EqualTransitivityRule:
VT:YR:VS:TERFRESHFT 28] '8

[S" lemma EqualSymmetryRule: V7:VR: T £ RFR £ 7] 1?

Jeg kunne ogsa have bevist regellemmaer svarende til Mendelson3.2(f)Indu,
Mendelson3.2(g)Indu og PlusCommutativityIndu. Imidlertid har jeg valgt kun
at bevise de tre regellemmaer, som kan bruges i beviset for PlusCommutativity.
Regellemmaer har ikke megen veerdi i sig selv; de er et middel til at ggre beviser
kortere og mere overskuelige.

4.2.2 Betingede regellemmaer

Et yderligere raffinement er at ga fra regellemmaets form:
A+ B
til den betingede form:
C=>AFC= B
Ved et “betinget regellemma” forstar jeg et afledt lemma, der har denne form.
Jeg vil bevise de fplgende to betingede regellemmaer:

16 Jeg vil bruge ordet “moderlemma” om et lemma, ud fra hvilket man kan aflede andre
lemmaer.

k
17[Mendelson3.2(d)Rule "= “mendelson three two d rule”]

k
18[EqualTransitivityRule = “equal transitivity rule”]
k

19[EqualSymmetryRule "= “equal symmetry rule”]



[S" lemma EqualTransitivityCondRule:
VAVT-VRVS:ASTEZRFASRESFAS T 28]

[S" lemma Mendelson3.2(d)CondRule:
VAVTVRVS: AT ERFASSERFAS T 28]

Jeg beviser netop disse to betingede regellemmaer, fordi de kan bruges i beviset
for PlusCommutativity. Ligesom i afsnit 4.2.1 geelder det, at der ikke er nogen
selvsteendig grund til at bevise betingede regellemmaer.

4.2.3 Navneafledte lemmaer

Den sidste kategori af afledte lemmaer indeholder kun et enkelt lemma. Det er
defineret som folger:

[S" lemma Mendelson3.2(g)Switch: 7 + # £ (74 #)’] 22

Som man kan se, er dette lemma helt identisk med lemma Mendelson3.2(g) fra
afsnit 4.1 — bortset fra at der er byttet om pa de to Peano variable i og t.
Derfor kalder jeg Mendelson3.2(g)Switch for et “navneafledt lemma”. Det viser
sig, at det er denne form af Mendelson3.2(g), som vi far brug for, nar vi skal
vise PlusCommutativity. Dette er et eksempel pa ulempen ved at arbejde med
Peano variable frem for meta-variable: Vi kan ikke abstrahere fra variablenes
navne. Man kunne naturligvis lgse problemet ved at bevise den brugbare form
til at begynde med. Jeg har valgt lgsningen med Mendelson3.2(g)Switch for at
se, hvor meget ekstra arbejde det krzever at sendre variabelnavnene i et tilfeelde
som dette.

4.3 Makroer

Ved en makro forstar jeg en generel hjzelpessetning, der kan bruges i beviset
for mange forskellige slags seetninger. I denne rapport er der i alt 9 makroer.
Jeg har alene defineret og bevist disse makroer for at bruge dem i beviset for
PlusCommutativity; alligevel er de fleste af makroerne generelle nok til, at man
ogsa kan bruge dem i andre sammenhaenge.

I det folgende vil jeg for hver enkelt makro preesentere den formelle definition
og forklare makroens indhold.

[S” lemma Weakening: V.A: VB: A+ B = A] 23

Denne makro tillader os at gere formler betingede. Hvis vi har vist, at formel A
gaelder ubetinget, sa ma vi ogsa gerne antage, at A geelder under betingelsen B.

k
20[EqualTransitivityCondRule e “equal transitivity conditioned rule”]

k
21{Mendelson3.2(d)CondRule " “mendelson three two d conditioned rule”]
k
22|Mendelson3.2(g)Switch "=* “mendelson three two g rt switch”]

P k
23[Weakening Pz “weakening”]. Bemaerk at Logiweb kalder alle hjeelpeszetninger for for
“lemmaer” — ogsa dem, som jeg kalder for “makroer”.
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[S’ lemma DoubleMP’:VC:VD:VE:C =D = EFCHDFE

Makroen DoubleMP’ kan spare os for en enkelt bevislinie i de tilfselde, hvor man
ellers ville bruge slutningsreglen MP’ to gange i track.

[S’ lemma ConditionedMP’:
VAVBNC:A=B=CF-A=>BFA=C] %

Indholdet af slutningsreglen MP’ er som bekendt, at man kan slutte C ud fra
B = C og B. Man kan teenke pa makroen ConditionedMP’ som en betinget
udgave af MP’: Den siger, at vi har lov til at bruge MP’ under en vilkarlig
betingelse A, hvis vi tilfgjer A til begge praemisser og til konklusionen.

[S" lemma DoubleConditionedMP’:
VAVDNEVFASDSESFRFASDFASER A= F 2O

Af og til kan man fa brug for at benytte makroen ConditionedMP’ to gange
i treek. Her kan DoubleConditionedMP’ spare en bevislinie. Denne makro for-
holder sig altsa til ConditionedMP’ pa ngjagtigt samme made, som DoubleMP’
forholder sig til MP’.

[S" lemma ImplyTransitivity: VD:VE:VF:D = EFE = F D= F| 27

Som navnet antyder, udsiger ImplyTransitivity, at relationen = er transitiv; ud
fra D = £ og £ = F kan vi slutte D = F.

[S" lemma PermuteAntecedents:
VDVENFDSESFRESD =S F %

I en term som D = £ = F kaldes D og & for antecedenterne, mens F kal-
des for konsekvensen. Indholdet af PermuteAntecedents er, at antecedenternes
raekkefplge er ligegyldig; vi kan omskrive D = £ = F til £ = D = F.

[S" lemma AddOne:VT:VR: T £ RI- 7' £ R'] %

Denne makro er afledt fra aksiomskemaet S2’: Hvis S2’ havde veeret et lemma,
ville jeg have rubriceret AddOne som et regellemma (med S2’ som moder-
lemma).

24[DoubleMP’ XX “qouble mp prime”]

25[Conditioned MP’ PYX “conditioned mp prime”]
26[DoubleConditioned MP’ PYX “double conditioned mp prime”]
27[Imply Transitivity pyk “imply transitivity”]
28[PermuteAntecedents Pk “permute antecedents”]

29[AddOne "2 “add one”]
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[S’ lemma SubstitutionMacro:
VZ:VC:VAVD: [A]=([D]|[Z2] = [C]) =D+ A] %

Denne makro siger, at vi kan slutte A ud fra D, hvis vi kan frembringe A ud
fra D ved hjelp af en substitution. F.eks. kan vi slutte 0 £ 0 ud fra ¢ = ¢, fordi
vi kan fa 0 £ 0 frem ved at erstatte t med 01 ¢ = ¢.

[S" lemma InductionMacro: V.A: VB: VC: VZ:
[A=([A]|[Z] = [Z]) = B=(A|Z :=0) - C=(A|Z :=Z")
BrA=CEHA®

I et induktionsbevis ligger det meste af arbejdet som regel i at vise basistilfzeldet
og det induktive skridt. Nar dette er gjort, mangler man bare at henvise til prin-
cippet om matematisk induktion. Dette arbejde er indkapslet i InductionMacro.
Med denne makro kan man faerdigggre et induktionsbevis med en enkelt linie,
nar man fgrst har vist basistilfzeldet B og det induktive skridt A = C.

Bemeerk igvrigt den lidt pudsige sidebetingelse [A]=([A]|[Z] := [Z]), der
siger, at A er lig med A, hvis vi erstatter enhver fri forekomst af Peano variablen
Z i A med sig selv. Det er klart, at dette er opfyldt for enhver formel A og enhver
Peano variabel Z, sa ved forste gjekast virker det som en overflgdig sidebeting-
else. Det er imidlertid ngdvendigt eksplicit at fortzelle Logiweb, at betingelsen
er opfyldt, hvis beviset for InductionMacro skal ga igennem. Dette skyldes, at
Logiweb ikke kan evaluere udtryk, der indeholder meta-variable (som allerede
omtalt i afsnit 3.2). Ved at formulere meta-udsagnet [A]=([A]|[Z] = [Z])
som en sidebetingelse, kan vi bruge det direkte i beviset, uden at Logiweb eva-
luerer det. 2 Nar vi skal til at anvende InductionMacro i andre beviser, vil
betingelsen altid veere opfyldt; sa den ekstra sidebetingelse udggr kun et seste-
tisk problem.

k
30[SubstitutionMacro =" “substitution macro”]

. k . .
31[InductionMacro "= “induction macro”]
32Det omtalte bevis star i afsnit 5.9.
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5 Beviser for makroerne

I dette afsnit vil jeg bevise de 9 makroer, som blev prasenteret i afsnit 4.3. Jeg
beviser makroerne i den samme rakkefslge, som blev brugt i dette afsnit.

Tre af makroerne er sa generelle, at de kan bruges i beviserne for de andre
makroer. I tabel 1 kan man se, hvilke makroer der bruges i beviserne for hvilke
andre makroer.

&
= &
9 = o
s £ 2 02 g
[al Q g o) < 8
— =3 2 O — 8
= (L} + (<) = 3
. 2% T E =8 s =
o A £ 5 g S A
=] = = Sz <« = =
2 = 2 0 = g g = 9
T 2 E 2 B B 2 =2 E
2 © "8 B = zZz O £ g
s = 2 2 & g = 2 £
o °© S 2 g B T = ]
= 00 Q& & < ha &
Weakening o o
DoubleMP’ ° °
ConditionedMP’ e o o

Tabel 1: Makroer der beviser makroer. En “o” i rackke X, sgjle Y betyder, at
makro X bliver brugt i beviset for makro Y.

5.1 Bevis for Weakening

Her er beviset for Weakening:
[S" lemma Weakening: VA:VB: A+ B = A]

S’ proof of Weakening;:

LO1:  Arbitrary > A ;
L02:  Arbitrary > B ;
L03:  Premise > A ;
L04: Al > A=>B=3 A :
LO5: MP’ > L04 > L03 > B=A O

Da dette er rapportens forste bevis, vil jeg bringe nogle ekstra kommentarer.
Oven over beviset har jeg gentaget definitionen af det, der skal bevises; dette er
kun for overblikkets skyld — det er ikke en formel ngdvendighed. Selve beviset
for Weakening bestar af fem linier, nummereret fra 1 til 5. En bevislinie kan
have to former. Den fgrste form er:

Argumentation > Konklusion
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hvor Konklusion er det som linien beviser, mens teksten i Argumentation udggr
en begrundelse for, at Konklusion gelder. F.eks. siger linie 4, at meta-formlen
A = B = A gelder, fordi den kan udledes fra aksiomskemaet A1’ ved substi-
tution. I linie 5 skal argumentationen laeses pa den made, at konklusionerne fra
linie 4 og 3 bliver brugt som preemisser til slutningsreglen MP’. Den generelle
betydning af konstruktionen “x >y” er, at konklusionen fra y bliver brugt som
preemis i forhold til x.
Den anden form, en bevislinie kan have, er:

Nggleord > Konklusion

hvor Nggleord er et af de tre ord “Arbitrary”, “Premise” eller “Side-condition”.
Betydningen af ordene “Premise” og “Side-condition” er abenlys: De angiver,
at liniens konklusion indgar som en preemis (hhv. sidebetingelse) i den hjeel-
peseetning, der skal bevises. F.eks. siger bevisets linie 3, at Weakening bruger
meta-formlen 4 som przemis. Nar ordet “Arbitrary” bruges, bestar konklusionen
af en meta-variabel (f.eks. A i linie 1 og B i line 2). Meningen med “Arbitrary”
er af teknisk karakter: Ideen er at udtrykke, at vi ikke antager noget om den
pageeldende meta-variabel, og at vi derfor har ret til at binde meta-variablen med
en alkvantor i den hjalpessetning, der skal bevises. I det forhandenveaerende bevis
fungerer de to linier med “Arbitrary” altsa som berettigelse for, at Weakening
er kvantificeret med “V.A:VB:”.

Alt dette har drejet sig om den formelle syntaks for et Logiweb bevis. Der er
egentlig ikke sa meget at sige om selve beviset for Weakening; det er en ganske
enkel anvendelse af A1’ og MP’.

5.2 Bevis for DoubleMP’
[S" lemma DoubleMP:VC:VD:VE:C =D = EFCHDEE]

S’ proof of DoubleMP’:

LO1:  Arbitrary > C ;
L02:  Arbitrary > D ;
L03:  Arbitrary > £ ;
L04:  Premise > C=>D=€& ;
L05:  Premise > C ;
LO06: Premise > D ;
LO7: MP’ > L04 > L05 > D= €& ;
L08: MP’ > LO7 > L06 > & a

Som nzevnt i afsnit 4.3 er ideen med DoubleMP’ at indkapsle to anvendelser af
MP’ i en enkelt bevislinie. Det er derfor ganske naturligt, at kernen i beviset for
DoubleMP’ netop bestar af to anvendelser af MP’.
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5.3 Bevis for ConditionedMP’
[S" lemma ConditionedMP":VA:VB:VC: A= B=>CFA=BF A= (|

S’ proof of ConditionedMP’:

L01:  Arbitrary > A ;
L02:  Arbitrary > B ;
L03:  Arbitrary > C ;
L04: Premise > A=B=C ;
L05:  Premise > A=B ;
LO6: A2 > A=B=C) = (A=>B)=>
A=C ;
LO7: DoubleMP’>L06>L04>1L05 > A =C O

I afsnit 4.3 neevnte jeg, at ConditionedMP’ kunne opfattes som en betinget
udgave af MP’. Vi kan ogsa opfatte ConditionedMP’ som et regellemma i forhold
til aksiomskemaet A2': A2' har formen A = B = C, mens ConditionedMP’
har formen A F B F C. Dermed kan vi bruge en meget enkel teknik til at
bevise ConditionedMP’: Fgrst opskriver vi praemisserne og moderlemmaet, og
s& bruger vi MP’ én gang for hver preemis. (I dette tilfeelde er “moderlemmaet”
et aksiomskema, men det gor ingen forskel). Jeg vil ogsa bruge denne teknik,
nar vi senere hen skal bevise de egentlige regellemmaer.

5.4 Bevis for DoubleConditioned MP’

[S’ lemma DoubleConditionedMP’:
VAVD:VENFASDSESFRHFASDRFASERAS F

S’ proof of DoubleConditionedMP’:

LO1:  Arbitrary > A ;
L02:  Arbitrary > D ;
L03:  Arbitrary > £ ;
L04:  Arbitrary > F ;
L05:  Premise > A=>D=E=F ;
L06:  Premise > A=D ;
L07:  Premise > A=E ;
L08:  ConditionedMP’'>L05>L06 > A=&=F ;
L09: ConditionedMP’>L08>L07 > A= F a

Makroen DoubleConditionedMP’ indkapsler to anvendelser af ConditionedMP’,
sa beviset er enkelt: Vi anvender ConditionedMP’ to gange.
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5.5 Bevis for ImplyTransitivity
[S" lemma ImplyTransitivity: VD:VE:VF:D = EF E = F+D = F]

S’ proof of ImplyTransitivity:

LO1:  Arbitrary > D ;
L0O2:  Arbitrary > & ;
L03:  Arbitrary > F ;
L04: Premise > D= €& ;
L05:  Premise > ESF ;
L06:  Weakening > L05 > D=E=F ;
LO7:  ConditionedMP’>L061>1L04 > D= F |

Hidtil har beviserne veeret sa enkle, at det har veeret let at forklare deres struk-
tur med et par ssetninger. Denne fremgangsmade er ikke holdbar for de mere
komplicerede beviser. I disse tilfzlde vil jeg i stedet illustrere bevisernes struktur
med traeer som dette:

TDF
A A
CondMP’
5—6:DEF 4:DE
Premise-W Premise

I et “bevistrae” som dette repraesenterer hver knude en eller to af de centrale
bevislinier. Bladene svarer til aksiomer eller praemisser, mens bevisets konklu-
sion star i roden. Kanterne er orienteret fra barneknude til foreeldreknude; be-
tydningen af en kant er, at barneknuden bruges til at bevise forzeldreknuden.
Hver kant er maerket med den systemsaetning eller hjselpessetning, der bruges
i argumentationen for forseldreknuden. ** Bevislinier, der bruger Weakening i
argumentationen, er ikke vist som selvsteendige knuder; disse bevislinier er i
stedet slaet sammen med de linier, som Weakening virker pa. Der er altsa nogle
knuder, som svarer til to bevislinier; disse knuder er maerket med endelsen “-W”
(som star for “Weakening”).

For at ggre den ovenstaende tegning paen har jeg forkortet navnet
“ConditionedMP’” og udeladt tegnet “=” fra de tre knuder. Den slags fri-
heder vil jeg ogsa tage mig ved de kommende bevistraeer; og jeg vil kun ggre
opmerksom pa den sendrede notation, nar jeg skgnner det ngdvendigt.

Sa meget om bevistreeer. Jeg vil ikke kommentere selve beviset for

33Hvis to kanter fgrer op til en knude, er kun den ene kant meerket.
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ImplyTransitivity, men lade bevistraeet tale for sig selv. Jeg vil heller ikke kom-

mentere nogen af de andre beviser, der er illustrerede med bevistraeer.

5.6 Bevis for PermuteAntecedents

S’ proof of PermuteAntecedents:

LO1:
LO02:
L03:
L04:
L05:
LO06:

LO7:
LO8:

L09:
L10:

Arbitrary >
Arbitrary >
Arbitrary >
Premise >
Weakening > L04 >
A2 >

Weakening > L06 >

ConditionedMP’>L07>L05 >
Al >

[S" lemma PermuteAntecedents: VD:VE:VF.D = €= FFHE =D = F)

D=2ESTF)=>(D=>E) =
D= F
ESMDSEST) =
D=E=>D=>F
ESD=3E 3D F
ESDSE

ConditionedMP/>L08>L09 > £ =D = F
10:6DF
A A
CondMP’
8:£(DE)(DF) 9:£DE
A A A]./
CondMP’
6—7:£(DEF)(DE)(DF) 4-5:EDEF
A2'-W Premise-W
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5.7 Bevis for AddOne
[S" lemma AddOne:VT:VR: T £ R+ T' £ R/|

S’ proof of AddOne:

L01:  Arbitrary > T ;
L02:  Arbitrary > R ;
L03:  Premise > TER ;
L0o4:  S2' > TER=ST 2R ;
L05:  MP’ > L04 > L03 > T 2R m

Som naevnt i afsnit 4.3 kan vi opfatte AddOne som et regellemma i forhold til
aksiomskemaet S2’. Derfor kan vi vise AddOne med den samme enkle teknik,
som vi sa fgrste gang i beviset for ConditionedMP’ (afsnit 5.3): Vi skriver pree-
missen og moderlemmaet op, og vi anvender MP’ én gang for hver praemis (i
dette tilfeelde kun en enkelt gang).

5.8 Bevis for SubstitutionMacro

[S’ lemma SubstitutionMacro:

VZ:VC:VAND: [A|=([D]|[Z] := [C]) + D+ A

S’ proof of SubstitutionMacro:
LO1:  Arbitrary > Z

L0O2:  Arbitrary > C

L03:  Arbitrary > A

L04:  Arbitrary > D

L05:  Side-condition > [A :

LO6:  Premise > D ;
LO7:  Gen' > L06 > VZ ;
L08: A4’ > L05 > VZ

L09: MP’ > L08 > LO7 > A

Kernen i dette bevis er linie 8. Konklusionen [VZ:D = A] i denne linie udtryk-
ker, at den generelle formel D medfgrer den mindre generelle formel A. Da vi
har antaget D, er det let at konkludere A i linie 9.

I argumentationen i linie 8 benytter vi A4’, der som naevnt i afsnit 3.2 kraever,
at en sidebetingelse skal veere opfyldt. Derfor bruger vi konstruktionen “x > y”,
som markerer, at konklusionen fra y kan bruges som sidebetingelse for x .
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5.9 Bevis for InductionMacro

[S" lemma InductionMacro: V.A: VB: VC: VZ:
[AI=([A]|[Z] == [Z]) + B=(A|Z :=0) - C=(A|Z .= Z") I+
BA=CE A

S’ proof of InductionMacro:

L01:  Arbitrary > A ;
L0O2:  Arbitrary > B ;
L03:  Arbitrary > C ;
L04: Arbitrary > Z ;
L05:  Side-condition > [Al=([A[Z] :=[Z]) ;
L06:  Side-condition > B=(A|Z :=0) ;
L07: Side-condition > C=(A|IZ:=Z2) ;
L08:  Premise > B ;
L09:  Premise > A=C ;
L10:  Gen' >L09 > VZ:(A=C) ' ;
L11: SS9 > L06 > LO7 > B=2VZ:(A=C)=>VZ:A ;
L12:  DoubleMP'>L11>LOS>L10 > VZ: A ;
L13: A4’ > L05 > VZ: A= A ;
L14: MP' >L13>L12>> A O

Beviset for InductionMacro er langt, men det er ikke sa kompliceret, at jeg vil
illustrere det med et bevistree. Kernen i beviset er de fglgende tre blokke:

e Linie 8, der forteeller os, at vi har vist basistilfzeldet.
e Linie 9-10, der forteeller os, at ogsa det induktive skridt er vist.
e Linie 11, der formulerer princippet om matematisk induktion.

I linie 12 binder vi disse blokke sammen med en DoubleMP’, hvilket giver os
konklusionen VZ: A. 1 de sidste to linier fjerner vi Peano alkvantoren herfra,
hvorved vi nar frem til malet: A.
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6 Beviser for lemmaerne

Jeg beviser lemmaerne i den samme raekkefplge, som bliver brugt i [3]. Figur 1
giver en oversigt over, hvordan lemmaerne bruges til at bevise hinanden.

EqualTrans

EqualSymmetry

EqualReflexivity

DCondRule

EqualTransRule | | EqualTransCondRule |

| EqualSymmetry |—>| EqualSymmetryRule

EqualReflexivity

Figur 1: Den overordnede struktur af beviset for PlusCommutativity. En pil fra
lemma A til lemma B betyder, at A bliver brugt i beviset for B. Den gver-
ste graf viser ikke de afledte lemmaer, og heller ikke basistilfseldene og de in-
duktive skridt i de 3 induktionsbeviser. Den nederste graf har disse detaljer
med. For at ggre tegningen paen er nogle af lemmaernes navne forkortede. “PC”
star for “PlusCommutativity”; de gvrige forkortelser skulle veere umiddelbart
forstaelige.

20



De nedenstaende tabeller illustrerer, hvordan makroerne bruges i beviserne
for lemmaerne.

% o
=
= &
) Fg o]
— (]
2 = o = =
= mQ 2 8
Eles BB = O
2le B2 £ £lg 2 =
= — j:; > > > ~—~ ~—~ ~—~
Z T o |lE E £ | N N N
s = Sl m m|®m ™M
2|2 2|8 2 2|58 = =i
s |5 £l 2 =218 8 2
£l H|E E BE|3 2 3
< < < < < s | =2 =2 T
= = = = = = g g g
|l T Tl T T 9
Rl AR @ Q|2 = =
Weakening ° ° °
DoubleMP’ ° ° °
Conditioned MP’ °
DoubleConditioned MP’ ° °
ImplyTransitivity
PermuteAntecedents ° °
(<]
= | 2|3
S g
@ =} e ,_g = M —
2| g 2| Z c 2| E |2
A= BRI =E] - Q| |5 &
R I U N e B I N = = <
Sy |§|§g|8g|la|g J|E|E|E
o ™ op) ™ | ™ op) or) = = =
= = 2 | g = = 2| 81| 8| €
Qo ] @] @] o @] @] =) E E
zl2|l2|2|2|2 =2 |E|§|§
(] [} ] (] [} ] (]
S | g8 | g |- |<"v |l = | |0 |0Q
= = < = = < S|l & |7 | @
< 3] 3 9) S ) ORI =
=2 =2 1=2|=2|=2 2|8 |8 |~
Weakening ° ° °
AddOne ° °
SubstitutionMacro | e °
InductionMacro ° ° °

Tabel 2: Makroer der beviser lemmaer. En “o” i raekke X, sgjle Y betyder, at
makro X bliver brugt i beviset for lemma Y. For at gore tegningen pan er
informationerne fordelt pa to tabeller.
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6.1 Bevis for EqualReflexivity
[S’ lemma EqualReflexivity: V7:7 £ 7]

S’ proof of EqualReflexivity:

LO1:  Arbitrary > T ;
L02: S5 > T+02T :
L03: Sl > TH+02 7 =>7T4+02 7 =
TET :
L04: DoubleMP/>L03>L02-L02 > 7T 27 O

Beviset for EqualReflexivity er sa simpelt, at jeg kun vil give en enkelt kom-
mentar: Ideen med aksiomskemaet S5’ er egentlig, at det skal veere med til at
definere betydningen af addition i Peano aritmetik; men som det kan ses af
beviset, kan S5’ ogsa bruges til at bevise lemmaer om Z.
6.2 Bevis for EqualSymmetry og heraf afledt lemma

[S’ lemma EqualSymmetry:V7:YR: T £ R = R = T]

S’ proof of EqualSymmetry:

LO1:  Arbitrary > T ;
L02:  Arbitrary > R ;
L03: Sl > TER=TETRET :
L04:  PermuteAntecedents>L03> T2T=3T2R3R2T ;
L05:  EqualReflexivity > TET ;
L06:  MP’ > L04 > LO5 > TER=2RET O
6: TR =RT
A A
MP’
47T = TR =>RT 57T
1 EqualReflexivity
PermuteAnts

3TR=>TT = RT
St

I det ovenstaende bevistrae er alle forekomster af tegnet “=" taget med; til
gengzeld er “2” underforstaet — f.eks. skal “TR” lases som “T £ R”. Jeg vil
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bruge den samme notation i afsnit 6.3 og 6.4.
[S’ lemma EqualSymmetryRule:V7:VR: 7 £ R+ R £ 7]

S’ proof of EqualSymmetryRule:

LO1:  Arbitrary > T ;
L02:  Arbitrary > R ;
L03:  Premise > TER ;
L04: EqualSymmetry > TERSRET ;
L05:  MP’>L04 > L03 > RET O

Beviset for dette regellemma bruger den samme teknik, som vi sa fgrste gang i

afsnit 5.3

6.3 Bevis for EqualTransitivity og heraf afledte lemmaer
[S’ lemma EqualTransitivity: V7:VR:VS: T 2R =R E2S=> T £ ]

S’ proof of EqualTransitivity:

LO1:  Arbitrary > T ;
L0O2:  Arbitrary > R ;
L03:  Arbitrary > S ;
L04: Sl > RETZRESSTES ;
L0O5:  Weakening > L04 > T2R=
RETZRESSTES ;
L06:  EqualSymmetry > TE2R3RE2T ;

L07:  ConditionedMP'>L05-L06 > TEZR=2RES=STES O

TTR=RS=>TS

A

CondMP’

4-5TR=>RT =>RS=>TS 6: TR =>RT
S1-w EqualSymmetry
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[S" lemma EqualTransitivityRule: V7:VR:¥S:T 2 R+FR 2 S+ T £ 5]

S’ proof of EqualTransitivityRule:
LO1:  Arbitrary >
L0O2:  Arbitrary >
L03:  Arbitrary >

NN ORI

L04:  Premise > 2R ;
L05:  Premise > Ls ;
L06:  EqualTransitivity > ERaRES2TES :
LO7:  DoubleMP’>L06>L04>L05 > Ls i

Beviset for dette regellemma bruger den samme teknik, som vi sa fgrste gang i
afsnit 5.3.
[S" lemma EqualTransitivityCondRule: V.A: VT :VR: VS:

ASTERFASRESFASTES

S’ proof of EqualTransitivityCondRule:
L01:  Arbitrary > A
L0O2:  Arbitrary > T
L03:  Arbitrary > R ;
L04:  Arbitrary > S

A

L05:  Premise > STER ;
L06: Premise > A=>RLES :
LO7:  EqualTransitivity > TEZRIRE2S=2T2S ;
L08:  Weakening > LO7 > A=

TER2RESSTES :
1.09: DoubleConditionedMP’ >
LO8 > L05 > L06 > A=>TES ]

Vi viser et betinget regellemma som EqualTransitivityCondRule pa neesten
samme made, som vi viser et ubetinget regellemma. Fgrst skriver vi praemis-
serne og moderlemmaet op. Derefter ggr vi moderlemmaet betinget ved at bruge
Weakening. Til slut bruger vi ConditionedMP’ én gang for hver preemis; dette
giver os den gnskede konklusion.
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6.4 Bevis for Mendelson3.2(d) og heraf afledte lemmaer
[S" lemma Mendelson3.2(f): ¢ £ 0+ {]

S’ proof of Mendelson3.2(d):

LO1:  Arbitrary > T

L02:  Arbitrary > U

L03:  Arbitrary > S

L04:  EqualTransitivity > TEu=uts=72<s
L05:  PermuteAntecedents>104> UZS=>TE2yu=72s8
L06:  EqualSymmetry >> SZU=>Uuzs

LO7:  ImplyTransitivityt>L06>L05 >
SEUSTEZ2USTES
L08:  PermuteAntecedents > LO7 > TE2U=S2Zu=72~%s

8TU=SU=S>TS

A

PermuteAnts

TSUSTUSTS

A A

ImplyTransitivity

6:SU = US 5US=>TUSTS

EqualSymmetry 1)

PermuteAnts

4TUSUS=>TS
EqualTransitivity




[S’ lemma Mendelson3.2(d)Rule: VT:YVR:VS: T Z RS EZRFT £ 5]

S’ proof of Mendelson3.2(d)Rule:

LO1:  Arbitrary > T ;
L02:  Arbitrary > R ;
L03:  Arbitrary > S ;
L04: Premise > TER ;
L05:  Premise > SER ;
L06:  Mendelson3.2(d) > TER2SER=2TES ;
L07:  DoubleMP'>L06>L04>105 > 7 £8 0

Beviset for dette regellemma bruger den samme teknik, som vi sa forste gang i
afsnit 5.3.
[S" lemma Mendelson3.2(d)CondRule: V.A: VT : VR: VS:

ASTERFASSERFASTLES

S’ proof of Mendelson3.2(d)CondRule:
LO1:  Arbitrary > A
L02:  Arbitrary > T
L03:  Arbitrary > R ;
L04:  Arbitrary > S

A

L05:  Premise > =T2ZR ;
L06:  Premise > A=SER ;
LO7:  Mendelson3.2(d) > TERSSER2TES ;
L08:  Weakening > LO7 > A=

TEZR3SER=2T2S ;
1.09: DoubleConditionedMP’ 1>
LO8 > LO5 > L06 > A=T2ES O

Beviset for dette betingede regellemma bruger den samme teknik, som vi brugte
til at vise EqualTransitivityCondRule i afsnit 6.3.

6.5 Bevis for Mendelson3.2(f)
[S" lemma Mendelson3.2(f)Base: 0 £ 0 4 0]

S’ proof of Mendelson3.2(f)Base:
LOl: S5 > ENIEN :
L02:  EqualSymmetryRule > LO1 > tE2140 ;
L03:  SubstitutionMacro@ t @0 >

L02 > 0Z0+0 O
Dette bevis illustrerer nytten af makroen SubstitutionMacro. Bemaerk i gvrigt

de to snabel-a’er i linie 3; deres formal er at forteelle Logiwebs bevischecker, at
de to meta-variable Z og C i SubstitutionMacro skal instantieres til hhv. ¢ og 0.
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I skrivende stund kan Logiwebs bevischecker ikke selv na frem til, hvordan Z
og C skal instantieres (fordi disse meta-variable kun optreeder i sidebetingelsen
i SubstitutionMacro).

[S" lemma Mendelson3.2(f)Indu: = 0+ = # £ 0+ #]

S’ proof of Mendelson3.2(f)Indu:

LOl:  S2 > t20+i> 20+ :
L02:  S6' > 04+ £ (041 ;
L03:  Weakening > LO2 > t204i=> 044 2 0F1) ;
L04:  Mendelson3.2(d)CondRule >

LO1 > L03 > t20Ft > 204 O

Jeg vil ikke illustrere dette bevis med et bevistrae; hele arbejdet ggres med en
anvendelse af Mendelson3.2(d)CondRule pa to aksiomer (hvoraf det ene er gjort
betinget med Weakening).

[S" lemma Mendelson3.2(f): ¢ £ 0+ ]

S’ proof of Mendelson3.2(f):

L0O1:  Mendelson3.2(f)Base > 02040 ;
L02:  Mendelson3.2(f)Indu > PEO0Fi 204 ;
L03:  InductionMacro>L01>102 > #2041 O

Som det kan ses, ggr InductionMacro det meget enkelt at feerdiggere et induk-
tionsbevis.
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6.6 Bevis for Mendelson3.2(g) og heraf afledt lemma

[S’ lemma Mendelson3.2(g)Base: ' + 0 £ (i +0)]

S’ proof of Mendelson3.2(g)Base:

LO1:
LO02:

LO03:
LO04:

S5" >
S5" >
AddOne > L02 >>

PioR
PO
(b1oy 2 ¥

Mendelson3.2(d)Rule >

02 (i 4oy

4:t' +0=(t+0)

LO01 > LO03 >
A
Drule
1:t'+0=1¢
S5’

A

3:(t+0) =t

A

AddOne

2:t+0=t¢t
S5’
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[S" lemma Mendelson3.2(g)Indu:
vdieZ () >4 2 ()

S’ proof of Mendelson3.2(g)Indu:

LOL:  S2 > N (RN S
G )’2((t+f‘) ) ;
L02:  S6' > v 2y ;
L03:  Weakening > LO2 > i = Z(t4+7) =
P 2 (i Y ;
L04:  EqualTransitivityCondRule >
L03 > L01 > i'wzam
R (7)Y :
LO05:  S6' > b4 2ty ;
L06:  AddOner> L05 > (t4+) £ ((t4 7)) ;
LO7:  Weakening > L06 > ErE () >
(b4#) 2 (7)Y ;
L08:  Mendelson3.2(d)CondRule >
L04 > LO7 > vErE () =
N N O

Bt/ b r=(t+7) > ¢ 41/ =(t+ )

A 4

DCondRule
et +r=(t+r) >+ =({t+r)" 6-7:t' +r=@1t+r) =+ =(t+r)
) 3 )
EqualTransitivityCondRule AddOne-W
2-3:t' +r=@t+r)>t"+r"=(t'+r) 5:t 41 =(t+r)
S6'-W S6’
Lt +r=0t+r)=> W +r)=(t+r)

s’
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[S" lemma Mendelson3.2(g): ' + i £ (& +7)']

S’ proof of Mendelson3.2(g):

L01:  Mendelson3.2(g)Base >> 02 (140) ;
L02:  Mendelson3.2(g)Indu > 2 () >

v 2 (E ) ;
L03:  InductionMacro>L01>L02 >  # 47 £ (i 47 O

Ligesom i afsnit 6.5 har vi her feerdiggjort induktionsbeviset ved hjeelp af
InductionMacro.

[S" lemma Mendelson3.2(g)Switch: i 4 ¢ £ (74 1)']

S’ proof of Mendelson3.2(g)Switch:

LO1:  Mendelson3.2(g) > i 2 (i) ;
L02: SubstitutionMacro @ ¢ @ § >

LO1 > § 472 (5+7) ;
L03:  SubstitutionMacro@ i @ ¢

L02 > 412 (5+1) ;
L04:  SubstitutionMacro@ s @ 7 >

L03 > M2 () m

Som det kan ses, er det ganske enkelt at bytte om pa variabelnavnene i et lemma
som Mendelson3.2(g), nar vi fgrst har makroen SubstitutionMacro til radighed.
Det eneste raffinement er, at vi ma introducere en hjelpevariabel §: Hvis vi
f.cks. havde konkluderet 7 7 £ (74 #)’ i linie 2, ville vi ikke laengere kunne
udtrykke, at lemmaet geelder for to forskellige variable.

6.7 Bevis for PlusCommutativity
[S’ lemma PlusCommutativityBase: ¢ +0 £ 0 4 #]

S’ proof of PlusCommutativityBase:

LOl: S5 > tF02 ;
L02:  Mendelson3.2(f) > P20+ ;
L03:  EqualTransitivityRule > o

LO1 > 102 > tFO0Z0F1 O

Vi har udelukkende vist Mendelson3.2(f) for at kunne bruge det i dette be-
vis; men som det ses, har vi heller ikke brug for meget mere for at vise
PlusCommutativityBase.
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[S" lemma PlusCommutativityIndu: ¢ + 7 £ 7 + ¢ = i + 7 £ ¢ 1 {]

S’ proof of PlusCommutativityIndu:

LOl:  S2 > thirZ it

(t+7) 2 (1) ;
L02:  S6' > b+ 2 (i ;
L03:  Weakening > L02 > t4irZrdt=>

RN ;
L04:  EqualTransitivityCondRule >

L03 > L01 > t+rZidt=>

b E (4 ) ;

L05:  Mendelson3.2(g)Switch > M2 (Y ;
L06:  Weakening > L05 > tdirZrdt=>

MR (1) ;
L07:  Mendelson3.2(d)CondRule >
L04 > L06 > t+r2iti=s it 24 O

Tt+r=r+t>t+r=r 4+t
7y 7y

DCondRule

dit+r=r+t=>t+r'=(r+1t) 5-6:0 +r=r+1t=>1 +t=(r+1)

1 * Gswitch-W
EqualTransitivityCondRule

2-3t+r=r+t=>t+r'=(t+r)| [Lt4+r=r+t=>(t+r)=(r+1t)

S6'-W S2'
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[S" lemma PlusCommutativity: ¢ + - = i+ ]

S’ proof of PlusCommutativity:

L01:  PlusCommutativityBase > P02 0414 :
L02:  PlusCommutativityIndu > t+rZrdt=>id 2P EE
L03: InductionMacror>L01>L02>> 472741 0

Den sidste af de 28 hjslpessetninger vises altsa ved en simpel anvendelse af
InductionMacro. Hermed er det lovede bevis for setning (1) feerdiggjort.

A Navnet pa dette dokument

Den folgende definition fastlaegger dette dokuments Logiweb-navn:

. k o
[peano commutativity T “peano commutativity”]

B TgEX definitioner
[Weakening = “Weakening”]
[DoubleMP’ € “DoubleMP"”]
[ConditionedMP’ "< “ConditionedMP"”]
[DoubleConditionedMP’ tex “DoubleConditionedMP"”]
[Imply Transitivity e “ImplyTransitivity”]
[PermuteAntecedents = “PermuteAntecedents”]
[AddOne = “AddOne”]
[SubstitutionMacro = “SubstitutionMacro”]
[InductionMacro = “InductionMacro”]
[EqualReflexivity = “EqualReflexivity”]
[EqualSymmetry fex “EqualSymmetry”|
[EqualSymmetryRule fex “EqualSymmetryRule”]
[EqualTransitivity tex “EqualTransitivity”]

tex

[EqualTransitivityRule = “EqualTransitivityRule”]
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tex

[EqualTransitivityCondRule = “EqualTransitivityCondRule”]
[Mendelson3.2(d) = “Mendelson3.2(d)”]
[Mendelson3.2(d)Rule tex “Mendelson3.2(d)Rule”]
[Mendelson3.2(d)CondRule = “Mendelson3.2(d)CondRule”]
[Mendelson3.2(f)Base = “Mendelson3.2(f)Base”]
[Mendelson3.2(f)Indu = “Mendelson3.2(f)Indu”]
[Mendelson3.2(f) 2 “Mendelson3.2(f)”]
[Mendelson3.2(g)Base tex “Mendelson3.2(g)Base”]
[Mendelson3.2(g)Indu = “Mendelson3.2(g)Indu”]
[Mendelson3.2(g) = “Mendelson3.2(g)”]
[Mendelson3.2(g)Switch = “Mendelson3.2(g)Switch”]
[PlusCommutativityBase = “PlusCommutativityBase”]
[PlusCommutativityIndu tex “PlusCommutativityIndu”]
[PlusCommutativity = “PlusCommutativity”]
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