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TURUN YLIOPISTO
Matenzattisten tieteiden laitos

KATAJAINEN, JYRKI: Minimaalisen viritt8van puun m33radmisestd.
Lisensiaattityd, 11Bs,

Tietojenkasitielyoppi

Maaliskuu 1283

Tyb koostuu kahdesta osasta - johdannosta ja kuudesta erillisestd artikkelisia.
Johdanto on katsaus minimaalisen viritidvEn puun md5r88viin aldoritmeihin. Viime
aikoina ovat tuthimuksen kohteena olleei pahimmalta ja keshinddrdiseltd
suoritusajaltaan nopeat algoritmii sekd likim38rdiset algoritmit, todenndkdisyys- ja
rinnakkaisaigoritmit.

Erillisiss3 artikkeleissa tutustutaan tarkemmin minimsalisen virittavan puun
misSrssmiseen moniulotteisessa avaruudessa ja keshim88rin nopeisiin minimaalisen
virittivin puun ma33rddviin algoritmeihin. Olen tehnyt ariikkelil yhteistiydssd 0114
Nevalzisen ja Jarmo Ernvallin kanssa. Artikkeleista kaksi on julkaistu ja kaksi
Julkaistaan l8hitulevaisuudessa:

{1) ERNVALL J., KATAJAINEN J., NEVALAINEN 0.: A minimal spanning spanning tree
algorithm for a point set in Euclidean space, Rep. A28, Comput. Sci., Univ.
of Turku (488@). (lyhennettynd aikakauslehdessd BIT 24,1 (1881), 46-54)

{2) KATAJAINEN J.: An implementation of an algorithm for finding minimal spanning
tree in a Euclidean coordinate space, Rep. D22, Comput. Sci., Univ. of Turku
(1981},

{3) KATAJAINEN J.: On the worst case of 2 minimal spanning tree algorithm for
Euclidean space. (julkaistaan aikakauslehdessd BIT)

{4) NEVALAINEN 0., KATAJAINEN J.: Experiments with a closest point algorithm in
Hamming space, Angewandie Informatik B (1882), 277-281.

{5) KATAJAINEN J., NEVALAINEN 0.: #An alternative implementation of Kruskal's
minimal spanning tree algorithm. (julkaistaan aikakausiehdess3 Science of
Computer Programming)

(6) KATAJAINEN J.: An implementation of Cheriton-Tarjan’s minimal spanning iree
algorithm using ordered subsets. (kEsikirjoitus)

Kolmessa ensivmiisessd artikkelissa tuthitasn winimaslisen virittsvEn puun
m3drddmisen kowpleksisuutta euklidizessa avaruudessa. Artikkelissza (1) on
teoresttisesti analysoitu erBstd algoritmiz ja tuthittu sen tehobkuuiia
kokeellisesti, Algoritmin implemenioinnin yksityiskohdat esitet@3n artikkelissa
{2), artikkelissa (3) esitetdin eriitd erikoistapauksia, joissa algoriimi
kEuttiutuyy pahimmalla mahdollisella tavalla., Algoriimi havaittiin kokeissa
nopeaksi, kun avaruuden ulotieisuus on pieni js pisteet oval normaalisti
jakautuneita. Nopeus perustuu suurelta osin siihen, ettd algoritmissa usein
toistuva annetun pisteen 13himmén pisteen haku suoritetaan niin kutsutun k-d puun
avulla.

Edellinen algoritmi toimii mybs Hamming-meiriikasea. Artikkelissa (4) tutkitaan
kokeellisesti, onko k-d puu paras mahdollinen 18himmEn pisteen hakua tukeva
hakurakenne Hamming-metriikan tapauksessa. Burkhardin ja Kellerin esitidnd
puurakenns, joka on suunniteliu erityisesti Hamming-metriikkaa ajatellen,
osoittautuikin joskus k-d puuta paremmaksi.

Kahdecsa muvssa artikbelissz tutustutasn keshimiirdiselid suoritusaialiaan nopeisiin
algoritmeihin. Artikkelissa (5) esitetsn Kruskalin algoritmille irplemeniointi ja
oscitetaan se keshimdSrdizeszE tspsukcessa sekd teoreettisesti ettd kokeelliszesti
hyviksi., Pahimean tapaukcen kowpleksizuudessa on kuitenkin parantawisen varaan
Artikkelissa 16) esitetddn slgoritmi, jonka pahimman tapsuksen howmpleksisuus on
Kruskalin algorimia parempl ja joka on muGs keskim38r3isess3 tapauksesza iehokas.
Kiytannon kokeissa tamd algoritmi oli kuidenkin huomattavasii Kruskalin algoriimia
hitaampi. .
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ESIPUHE

Tamd tutkieima on suniynyl toimiessani Turun yliopiston tietojenk@sitielyopin
osastolla.  Tudssdni  tutustuin  sldoritmien  suunnitteluun ja  enalysointiin.
Erityisesti kohdistin mielenkiintoni minimaslisen viritidvin puun  mEErddviin
algoritmeihin,

Tutkielma koostuu kahdestz osesta - Johdannosta  je  huudesta erillisests
artikkelista., Johdanto on  katssus minimealisen viritidvin puun midrdgviin
algoritmeihin, Viime aikoina ovat tuthinuksen kohteena olleel pahimmalia o
beckimddrdiseltd suoritusajaltaan nopeat aldoriimit sekd likimB@riisel algoritmit,
todennakoisyys~ ja rinnakkaisalgoritmit. Johdannossa esitelld8n kaikkia t@llaisia
ainimaalizen viritt8vEn puun madrddvis aldoritmeja.

Artikkelit olen tehryt yhieistybsssd FT 0111 Hevalsisen ja FL Jarmo Ernvallin kanssa.
artikkeleista kaksi on julkaistu ja kaksil julkeistaan 1dhiitulevaisuudesza:

1) ERNVALL J., KATAJAINEN J., NEVALAINEN O.: A minimal spanning spanning iree
aldgorithm for & point set in Euclidean space, Rep. A28, Comput. Sci., Univ. of
Turky (1986). (lvherneiiynd lehdessd BIT 24,1 (1981), 46-54)

2) NEVALATINEN (0,, KATAJAINEN J.: Experiwents with a closest point algorithe  in
Hamming space, Angewandte Informatik B {1982, 277-284.

3y KATAJAINEN J.: On the worst case of 8 minimal spanning tree  aldorithm  for
Euclidesn space. (Jjulkaistssn lehdessd BIT)

4) KATAJAINEN J., NEVALAINEN 0.0 &n alternative implementation of Kruskal’s minimal
spanning tree algorithm. {julkaistaan lehdessd Science of Cowpuber Programming)

Muot kaeksl artivkelis ovat

E) KATAJAINEN J.: An implementation of an aldorithm for {finding winimal spanning
tree  in @ Euclidean coordinete space, Rep. D2, Comput. Sei., Unive of Turku
(19817,

€) KATAJAINEN J.: An implementation of Cheriton-Tarjan’s winiwmal spanning tree
algorithm using ordeved subsels, (kasikirjoitus)

Hzluan kiitt@s hkaikkia, Jjotka ovat wmybldvaibutiareet tamén futhielwsn  syniyun,
Riitokset bkuuluvat  erityisesti  apulsisprofessori 0111 Nevalaiselle, jonka
pppipoikana olen seanut olla, Jja lehtori Hariti Penticselle, Jjonka erinowainen
luentosarja “Algoritmien analyysi” sai winut  innostumasn aldoriteien teoriasta.
Tyots tehdessani on winulle ollut  suunnettomasti hydtyd siitd, eitd olen ollut
kilnnostunut  samoista  asicista kuin lehtordi Jermo Ernvall., Kiltokset wyfs kaikille
tietojenkisitielyopin osaston henkilShunnan  sekE  entisille  eitd  nykyisille
Jasenllle, koska ymedrsitie minue ovdoneurocsissani.
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1. ONGELMAN ASETTELU

Téssd tutkielmassa tutustutaan menetelmiin, Jjoilla voidaan rathaista seuraava
ongelma: On annettu pisteet, joista jothut tai kaikki on yhdistetty toisiinsa
viivoilla, joiden pituudet tunnetaan. Pisteet tulisi yhdistda siten, ettd
yhdysviivojen pituuksien summa minimoituu.

Iésméllisemmin tim3 ongelma voidaan m3dritelld graafiteorian kasitteistdd hkayttden
P571.

Madritelmd. Dletetaan, ettd € = (P,V,d) on painotettu, suuntaamaton, yhtendinen ja
silmukaton graafi, missda P = {4,2,...,N} on pisteiden joukko ja ¥ on viivojen joukko
(1V] = M). Funktio d: V-* R+ ilmoittaa viivan v = (i,j) painon (pituuden) d(v).
Graafin G wvirittdvd puu T on sellainen graafin G aligraafi (P,Vq,d), ettd VyS V,
V4l = N-1 ja aina kahden eri pisteen vdlilld on tarkalleen yksi polku. Virittavén
paun T = (P, V¥4,d) paino d(T) on

d(T) = I div) .
V€V1

Virittdvien puiden joukosta on etsitisvd se, jonka paino on pienin - minimaalinen
virittava puu (HVP).

Kun tutkielmassa myShemmin puhutaan yleisesti vain draafista sitd  tarkemmin
madrittelemdttd, on t&118in kyse nimenomaan edellisen mddritelmdn mukaisesta
graafista. Tahan madritelmdsn on syytd 1iitt83 seuraavat huomautukset.

Huomautus 1. M3dritelmdssd oletetaan, ettd graafi on yhdistetty., Joshkus m3dritelm3
esitetd3n muodossa, jossa tastd oletuksesta on luowuttu. T8118in on m3arattdva
graafin minisaalinen viritiava metsd [RV721.

Huomautus 2. Puhuttaessa viivojen pituudesta on luonnollista, ettd nama ovat
positiivisia. Aivan hyvin viivan painona voitaisiin sallia myds mielivaltainen
reaaliluku. Useimmat algoritmit toimivat wmoitteettomasti  reaalilukujenkin
tapauksessa.

Huomautus 3. Viivoihin liittyvat painot voi olla etukidteen kullekin viivalle annettu
tai ne wvoidaan laskea v&ivojen padtepisteiden funktiona. Joskus pisteet on annettu
metrisessd avaruudessa Rg , jonka metriikkana on niin kutsuttu Lp-metriikka. Toisin
sanoen viivan v = (x,y) paino saadaan sen paatepisteiden x = (Xg,Xz,.../Xk) ja y =
(Yq,Y2,004,4) valisend etdisyytend kaavasta

k. p i/p
{ Z [xi-yill 3 rldp oo,
i=q

u

dp{x,y)
Ja

dod %, 4> = max {Ixi-yild .

1

Jos p=2, on kyseess3d tutiu euklidinen etdisyys.

Kun pisteiden x ja y komponentit ovat &arellisten joukkojen alkioita, voidaan
kiyttdd pisteiden vdlistd Hawming-etdisyyttd, joka kertoo niiden kowmponenttien
maaran, joissa pisteet eroavat:

b
dy(x,¥) = X 6(xj,4i) ,
i=1

missd
1, kun a®b;
6(a,b) =
9, kun a=b .
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2. SOVELLUTUKSIA

Ernen tutustumista edelld m3dritellyn ongelman rathkaisuweneteimiin, esitetdsn
tyypillisimmdt sovellutukset, joissa MVPita kiytetddn. Sovellutukset esitelldan
téssd melko lyhyesti. Tarkemwan kuvan halutessaan lukijan kannattaa  tutkia
sovel lutuksen yhteydess3d mainittuja 13hteita.

2.1 Laheiset gqraafiongelmat

MVP:den m3drddmisestd saattaa olla hyttyd usean samankaltaizen ongelman ratkaisussa.
Maksimaalisen wviritt8v8n puun m83r38minen kBy usein k3tevisti MVPin ratkaisevan
algoritmin avulla IP57). Kaikkia sellaisia algoritmeja, jotka sallivai myds
negatiiviset painot, wvoidaan k3ytt33 sellaisenaan maksimaalisen virittdvin puun
masgraamiseen, kunhan ennen algoritmin suoritiamista kaikkien viivojen painot
muutetasn vastaluvuiksi.

Viritidvan puun paino lasketaan m38ritelman mukaan puuhun kuuluvien viivejen
painojen summana. Useimpien aldoritmien toimirnan kannalta riittsisi, ettd puun
painon m3drdd jokin monotonisesti kasvava summeirinen funktio, jonka argumentteina
oyat puun viivojen painot IF571. Puun T painon voitaisiin esimerkiksi m3dritelld
olevan

dtT) = Wdlv) , kun div)>@, tai

vET

p i/p
d(T) = (L Idv)1 > , kun d{v)>0 ja p:0.
veT
Koska
p i/p

lim { % [div)l 3 = max {dlv) | v€T} , niin
p—¥oo vET

MVPissa maksimi paino minimpituu. Kalaba IK641 on kayttinyt t3t3 MVP ominaisuutta
seuraavassa sovellutuksessa. Tarkastellaan j&rjestelm33d, joka voi olla useassa
diskreetissd tilassa. Siirryttdessd tilasta toiseen liittyy tahdn riski. Tehtdvind
on 10yt3a kahden tilan valille sellainen polku, ettd maksimi riski t3113 polulla on
mahdollisimman pieni. Tamdn polun m33rdd HVP. :

MVPin m3draaminen on edullista, jos ei aivan valttamatonta, ratkaistaessa joitakin
muita vaikeampia ongelmia. Esimerkhind mainittakoon muutama tillainen tapaus.

1) Mucdostettava sellairen graafin HVP, jonks jokaisesta pisteestd i 1Entee
korkeintaan by wviivaa. On siis waZr3ttdvd niin sanottu asterajoitetiu
minimaalinen virittava esuu. INHE2]

2) Kaumparsthustaisn reitin w83r#minen on edellisen tehiZvin wislenkiintocinen
erikoiztapaus. Kauppamathusiajan reitizsd jokaizen pisteen asieeen on citava
tarkalleen kaksi. [HK7®1, [HE711

3) Masr&ttavd K pienipainoisinta viritt3vad puuta, [6771, [KIMB11

4) M3@rattava sellaisen graafin, jonka jokainen viiva on viritetty joko punaiseksi
}8%7;§hreéksi, minimaslinen viriti8vd puu, jossa on tarkalleen gq punaista viivaa.

2.2 Verkostoihin liittyvit optimointitehtdvat

Erilaisten optimaalisten verkostcjen suunnittelu oli itseasiassa alkusysdys MVP
madradvien algoritmien tutkimukselle, Prim IPS71 puki tEmdn verkostoille tunnetun
ongelman graafimucioon. T3std huolimatta nzm3 optimointitehtsvat kisitelldsn nyt
ainocastaan yhtend sovellutuksena.



Seuraava tehtdvd on selvdsti ekvivalentti MVPIn wm33rdEmisen kanssal
Kyihe virtzpiirin komponentit yhtesn niin luhyilld Jjohdoills kuin mahdollista
[LWE71,

Talldin tavoitteens on vahent33 pitkistd johdoista aiheutuvia viiveitd.

Toisaalia graafin pisteet voidazn tulkita kaucurgeiksi, joiden vElilie tulizi vetss
punelinlinjal siten, ettd hkaspelia kuluisi wmandollisimwan vahan [PS71. Siind
tapauksessa, ettd puhelinkeskuksia voidaan sijoittas vain kaupunkeihin, MVP on 13113
ongelmalle optimaaliren rathaisu. Jos kauounkien ulkoouoliset keshubset ovat
sallittuja, optimaalisen puhelinverkosion wdSri&minen on niin sanottu Steiner-puu
ongelma. Tamd ondelma on kuitenkin osoittautunut NP-tdudelliseksil) [6GJ753, Joten
kaytannissd meidsdn on joko tuyduttivd HMYP:in antamaan ratkaisuun, Jonka m88r3sminen
on paljon helpowpaa kuten tulemme huomaamaan, tai kdytetidva Jjotain likim38rdists
ratkaisumenetelmds,

2.3 NP-t3ydellisten ongelmien asoroksimointi

Koska kauppamathustajan reitin n3Srdiminen on NP-vaikeata [GGJ781, on pyritty
kehittdmdan polynomizalizessa ajassa toimivia aldoritmeja, Jotka antavat hyvén
kauppamathustajen reitin approksimaation. Christofides 578, s. 152-1551 esitti
algoritimin, jolla pystytd3in m33r85wd3n sellainen likim33riinen kauppamathkustajan
reitti, jorka pituus on korkeintaan 1,5 kertainen optimsalisen reitip pituuteen
verratiuna. Algoritmissa k3ytet3sn MVPita ja sen suoritusaika on 0(n3) 2),

MVP on kaytitkelpoinen apuvadline m3irdtiiess3d approksivaatio Steiner-puulle [KMES1].
MVPita on kaytetty myds muiden NP-tZydellisten ongelmien approksimoinnissa [FJ8il.

2.4 Hahmontunnistus

Usein torm3td33n tehidvdan, Jossa olisi kuvattava moniulotieinen tietojcukko
havainnollisesti. Hahwontunnisius tarjosz ainskin kabsi menetelnZs tiwdn tentdvin
ratkaisemiseksi - ryvizanalyysin ja erilaiset kuvaukset. Hierarbkinen ruvisanaiuusi
on sovelluius, jossa MVPiia on kiyteity runsaasti IGREDT, 12713, 18553 menotielmsces
moniulotieisen avaruuden pisteet ryhmitellZin erillisiin joukkoihin siird toivossa,
ettd ne pisteet, joilla tietyt tutkitul owinaisuudet ovat samanlaisia, tulevat
samaan joukkoon. N3wm3 pistejoukot ruhmitelld3Sn edellzen suurewmibsi Joukoiksi,
kunnes kaikki pistest {ulevat hierarkkisesti luckiteltua. Kun tEe3 ryhmittely
halutaan itehdd ainocastaan yhden viivan {kshden joukon wvElizen lyhyimman wviivan)
perusteella, on MVP hByttokelpoinen, koska ndin hisrarbbisesti edstessi Joukkojen
valiren lyhyin viiva kuuluu aina MVP:ihun.

Toisaalta moniulotteisen tiedon visualisointiin sopii eodliresarizet ki ,
Jotka perustuvat MVPIhin, Esimerkiksi voidsan kuvastia alhuperainen woniulotts
pistejourko tasclle ja pyrkid t8ten selvittZwdsn joukon rakernatia  [LGES
Kuvauhsia voidaan k3ytt33 myds apuna ryvisanzlyysissd, Koska ninlotiel
pisteiden samankaltaisuus on usein vaikeasti selvitetizvisss, rypaiden havaitsaminen
saattaa olla helpowmpasa, jos pistejoukko kuvataan joksikin toiseksi pistejoukcohksi

[Sv751.

1)
NP-taydellisyyden kisite on esitelty muun wuassa oppikirjassa [HS781.

2)

Symbolit O ja @ tarkoitiavat funkticille f ja g s

(1) #{x) = 0(g{x}) Jos ja vain jos on olemassa s
kaikillas luvuilla x  fix) £ €glx);

(ii) f(x) = Q(g{x)) jos ja vain jos on olemassa sellainen positiivinen vakio D, etid
kaikilla luvuilla x  f(x) > Dg(x).

euraavas!
ellainen positiivinen vakio C, ettd



Tiedon ei tarvitse olla woniulotieista jz siitd huolimatiz ihwizen on vaikea
hahmottaa sitd. Osteen ja Lin k3yiiivEt MW¥Pita kuvan E8riviivojs wm38rdiissssi
[0L743, Tissd sovellutubsessa huva on matriisi, jonka johaisella pistesild on
ei-regatiivinen intensitestii, T38st8 walriisista saadsan graafl vetiwdlld viiva
kahden pisteen vElille, Jos pistest ovat naspureita Jja  kumeankin  pisteen
intensitestti on nollastia eroava. Graasfin  viivojen esinot  laskeiaan
grey-etdisyytend. Pisteiden vElinen et8isyys sazdaan jskamalla normeali euklidinen
etdisyys pisteiden intensitesiiien keskiarvolla. Nyt voidzan m85r813 t3s3n graafin
MVP, Tatd puuta sopivasti karsimalla saadsan kuvan 28riviivat. Henetelm33 voidaan
k3yttas esimerkiksi hahmoleltaessa wmikroshoopilla ssadusta hkuvasta krowosowin
aariviivat,

2.5 Formatoitujen tiedostojen tiivistus

MVP:ta voidaan kaytt33 myds formatoitujen tiedostojen tiivistamisesn [KLC771,IEN721.
Formatoidussa tiedostossa kaikki tietueet ja kentdt ovat vakiopituisia, joten kukin
kenttd voi saada vain tietyn kiintedn m&8rEn eri arvoja. Jos iledostossa on paljon
18hes samankaltaisia tietueita, tiedosto tiivistuy, kun ensin ket jutetaan tietueet
yhteen ja taman j3lkeen kunkin tistueen kohdalla kerrotaan vain, wmiten se ercaa
edellisestd. Tiedosto voidaan ket juttaa myos MVPiksi Kuvan 1 tapaan [EB2I.

tietue kentdt tietue osoitin bittilista kentst
(1) BHF (1) o nil 114 BHF
(2) CHEG ’ (2) 4 011 HG
(3 AYG 7 (® 15 001 G
(4 CYF ] (4) 7 100 C
() AYF @ & (5) 17 014 Y.F
(6) BYE (8) M 011 YE
(7) AHE ® ® 7y M 101 AE

(a) {b)

Kuva 1. (a) alkuperdinen tiedosio; (b) ketjuietiu tiivistys MVPIn awulla.

Nyt esimerkiksi tietueen (3) purku suoritetsan seuraavasti:

-bittilistan avulla n3hdisdn, etiid tietueen 3. kenti3 on G;

~-isgket jua pitkin kulkemalla selvidd wuiden kenttien arvot. Tietueen (8) ja tietusen
(3) 2. kentt3 on sama eli Y. Tietueen (3) 1. keni8n m83r38 tietue (7) ell se on A,

Tiivistettyjen tisdostojen yhteydessd ongelmana on usein tiedozton paivitus. Niin

tassakin silld, Jjos halutaan pitE3 muistitile koko sjan minimzaiizena, joudutaan

usein suorittamaan hyvin tydlas HVPIn pdivitys [CH781. Taten pdivitysien iekewmiseksi

on keksittavd muita ratkaisuja.



3. PERUSALGORITMIT

Graafin MVPin nd@r88minen on yhsi niist3 harvoista grasfiondelmista, jonka batsotzan
taysin ratkenneen. Talld {arkoitelaan sitd, ettd on  ldydetiy useits
polynomizalisessa ajassa toimivia algoritmeja. Viime aikoina tuikimukest ovatkin
keskittyneet siihen, miten tehokkassti eri algoritmit voidsan implewentoida
tietokoneissa.

T3ss8 kappaleessa esitelld@n kolme alqoritmiz! Kruskalin, Primin ja Sollinin
algoritmit. N3iden kaikkien algoriimien toiminia serustuu seuraavaan lemmazn.

Lermaz 3.1 Olkoon Ty ja Tp kaksi mielivaltaista erillistd alipuuta, Jotka on s=ztu
MVP  muodostamisen aikana yksiteilen vx'“oga lisdamadlla, Qlkoon dyp pienin sellaisen
viivan paino, jonka toinen p33tepiste on alipuussa Ty ja toinen alipuussa Th teoisin
sanoen

e = min { min [Q0{5, 31033, k#n .
i€Ty €T

Kun aluksi tulkitasn hkaikki pisteet erillisiksi alipuiksi, niin toistamalla
seuraavaa operaatiota saadean lorulta graafin MYP:

Ma&ras jollekin alipuulle Tg sellainen alipuu Tne » Jolle

dan, = win {dgnt
n

Ja olkoon v se viiva, jonka paino on dgn, . Yhdistetdsn alipuut Tg ja Tp viivalla v.

Lemman todistus loytyy esimerkikzi Christofidesin oppikirjasta IC75, s.- 135-1371,

3.1 Kruskslin aldoritmi

Kruskalin aiqs“z wisza [KS71 toistetsan seursavaas askelta niin kauan  huin
mahdeollista:

Etsi vield toistaiseksi valitsemattis Je&neiden viivojen Jaubcsta wienipainoisin
viiva, joka el mucdosts sykliZ aikaisewsin valittujen viivojen kanssa.

Témd algoriimi voidasan esittd3 mybs seuraavessa mundossa IHa78, s. 178-1831

FROCEDURE Kruskal;
// Tam3 ohjelma muodostaa N-pisteizen grazfin G = (P,V,d) MVPin. T //
BEGIN
Ti=g;
wHILE iT1 < N-1 DD BEGIN
Valxtde V.n PIENlhnxuuiSiﬂ viiva v
Poista v joukostia vV
IF T U {v} =21 sicBli8 syklis THEN Ti=T U {v}:
END;
END L3

Viivaojen lajittelu painon mukaan voidaan
v .
5. B87-921 tal opsitiaisells wmiksla

etenes sits mubas kuin viivois o

syklin Tihen, wveoidsan ratk 7.

tehokbaita tistorakenieita kiu ain El:an puun
pistest yhdess3d Jouhossa, 5SS n. Eun babsi
puuta yhdistetdsn zuoritsiasn ki 555 w0 annstiu
viiva synlin, suoriistasn hal - ivas iztest buuluval
samaan Jjoukkoon, muodostuu sy n test vald: sugrittas 5vin
nopeasti Jja a;gar\ tmin pabif%dn tn;a bsen pleksizuutia ma3dratidesss midrddvaksi
tekijgksi tulee painojen lajitteluun kuluva aika, Jjoka kekolajittelulle on OIM ngﬁ)

Ja pikalajittelulie O(NZ).
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Kruskal esitti sldoritmillesn ssuraavan dusalin wmeneizlmin. Toistamallas seursavaa
askelta niin kauen kuin mahdollista ssadazn graafin MYP mybs mESraitud:
Valilse niiden viivojen joukosts, joita ei ole vield wvalittu, suuripainoisin

viiva, Jjoka el tee g% afia epayhtendiseksi,
Valitsemaiis j88nest viival mucdostavat MVPin.

3.2 Primin aldoritmi

Primin 3ldoritmissa [P571 scovelleiaan lemwaa 3.1 erl tavalla kuin Kruskalin
algoritmissa. Tass3 kasvatelazan yhtd = sawaa alipuuis kobo ajan. T8han alipuuhun
liitets3n sina pienipainoisin viiva, ganka toinen paatepiste el hkuulu alipuuhun.
Primin algoriimi on seursava

PROCEDURE Prim;
// MEsr3tE8an N-pistelsen graafin G = (P, ¥V, d) W¥Pin T //
BEGIN
Olkoon p mielivaltainen joukon P gpiste;
Ai={p¥; // Joukko & sisdli33 MVPihwun kuuluvat pistest //
Ti=9;
WHILE {T{ < N-{ DO BEGIN
tsi PlEﬂlPdlﬂDlSlﬂ sellainen viiva v = {p,9), ettd pfA ja qfA;
=T U {vi; Al=a U {a3;
END;
END.

Primin algoritmi on nght8vissd erikoisena prioritesttijono-ongsimana  [J75].
Jokaiseen joukoon A kuulumattomaan pistesssen liitetdEn prioritestti, joka silld
hetkelld kertoo pienimmdn painon joukon A pistesseen. Aldoritmin aikana  on
pystyttavd 10ytEm3En piste, Jjolla on plenin priuriteetti {(MIMIHI). Koshka qukkcon A
lisataan koko ajan pisteitd, niin JGldEﬂ?ln pisteiden priorilestil sasttaas wmuutiua,
Jolloin on suoritettava prioritestin PHEIVITYS, MINIMI joudutsan hakemaan kaikkiaan
N-1 kertas ja PHIVITYS on tarpesn korkeintzan H keriaa.

Primin algoritmin implementoinneissa t3md prioritesttijono-ongelma on rathaisiu
hyvin eri iavalla. Yksinkertaisinta on toteutiza prioritesitijono vektorina, jossa
on positio jokaista pistettd kohti, TE11Gin PHIVITYS voidaan suorittaa vekioajassa,
mutta MINIMIn mB3r&8minen edellyiidsd koko vebtorin 18pikdyntis eli se vie ajan G(N)
ID521, [W72), Aldoritmin suoritusaika on tdten O(NZ).

Prioritesttijono voidaan toteuttsa myBis kekona IKV721, jolloin PAIVITYS vaetid
0ClogN)  ajan Jja MINIMI wvaztii 0{1) sajan. élgoritmin suorituszika on tE11Ein
DM logN}. Jonhson [J751 osoitti, eitd ﬁ_’¢331~ kayttden PAIVITYS voidaan suoritiaa
ajassa (MR loggM) ja MINIMI ajassa 0 lodgghd. Niin tiheille grazfeille woisin sancen
graafeille, dnllla M= ONIE), missi € on kiinted positiivinen vskin, saadzan
algoritmi, joka toimii ajassa O(M), kun § kiinniteiSdn sopivasti (B = [NZT5.

Lehteissd [KV721, [HI5E01
algoritmit, Kysesssg o
keskendsn, Kokeet vanvist
Primin algoritmia tehobiz

3.3 Spllinin slgoritmi

Lemms 3.4 on volmassa mubs siinE 1 koostun  vain yhdeszta

pisteests, Nain ollen WP sisdl T opiEnipainGisinman

viivan., Sollinin zlzoriimissa [BESE, s. _ominzisuutia.

Ersimm3isesss vaihessss vaiztaa¢ al noigin vilva,

Jos nain valitut wviivat wsucd YA viival
+ SERE 1t

muodostaval kultennin *01515 3 j2lvesn nEwd
alipuut butistetaan yhdeksi P'zteeksi
samassa alipuusza, ja kahden alipuun vaii
sama2 algoriimiz sovelletasn ndin sz tLU”

alkuperdiren grazfi on kutistunut yhdeksi

o
[é1]
1]
ot

““C‘

S e
g, Foe pus
NI [T

pieninta xu?Ubﬂ

3 1
itamatta. Si tﬁdn
.raaflln. N3in jatketl

33n kunnes
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Tavallisesti kutistamista el suoriteta vaan alipuut  nEhdB3n sellzisenzan.  Aluksi
kaikki pistest n3hd83n omina alipuinaan., Témdn j8lkeen tutkitsan, wmistd alipuun
pisteestd lshiee pienipsinocisin viiva, jonks toinen pidtepiste on jossain toisessa
alipuussz, Gitien ndmd keksi puuts yhdistetddn, Muedollisesti Scllinin algoritmi
voidaan esittd8 seuraavasii:

PROCEDURE Soliin,
BEGIN
flustetaan lista L singleton joukoilla €%, {23,...,{N¥;
Ti=8;
WHILE L] > § DD BEGIN
Ota listan ensimm3inen joukko 5;
izl plenipainoisin viiva v = (i, §), Jolla 1€8 ja j£54#5;
Ti=T U {v¥;
Yhdistg joukot 5 ja 84;
Poista joukot § ja Sy listasta L]
Liit3 nain saatu uusl joukko lisian L loppuun;
END;
END.

Pshirmassa tapauksessa pulden m88rE sinostasn puolittuu  joka iteraztiockerralla,
Jjoten algoriinin kowplehsisuus on O(H log}. Jos allpu1den kutistaminen suoritetaan,
algoriimin kemplehsisuus on O{min {4 logh, bz?) ICT781.

EtzittB3essd pienipaincisinta viivaa v voidaan joulua k3ymdsn l8pi kaikki joukosia 8
lahtevat wiivat, Yaso IY78} esiiti, ett: on edullisewpaa rubmitelld ensin kustakin
pisteestd lahtevadt viivat painon Mukaan kithon qhtasuureen ruhniin  siten, ettd
ryhmasss 1 viivojen painot ovat pienewpld buin ryhmissd i+l P;hndn sigalia viivojen
Jdarjestys on  mielivaltainen.  HNut etsitté~isé yhoestd  pisteestd  1Ehievdd
pienipainoisinta viivaa riitt38, hun kBydS8n 18pi uksi ryhmd eikd kaikkia kyseessd
olevasta pisteesid 13htevid viiveja. Eun b wvalitesan sopivasti, niin t8m3 ryhmittely
on hkaikista tydladin operaatio Sollinin slgoriimissa. Jos buitenkin k3ytetdan
lineaarizessa ajassa toimivas mediasnirhztuchielmea (ks.  esimerkiksi  [AHU74,
s. 97-881) voidasn Sollinin sidoriimi implemenicida sjassa O(M loglogh) toimivaksi,

Yao totesa, eité edellisesss Drdo}ausp?Peess~ sntavan ternin H loglogh vakiokerroin
on 6 kun M > Nlogl ja 8, tlun M <H log t88n mjassa 3N toimivaa
MediaanzhhakuahJEzmaa [SPP761,  TEtE vakfara o plenentiE korvasmalla
ryhmittely, kin hkokeoisilla jérieste‘uilié 5a,nubaiiia [C7781, Parennus johtuu
s1itd, ettd pienten joukkojen lajittelu kEyY nopeanmin kuin rghu1t+elg lineasarisella
medizaninhabuchjelinalla,

Cheriton Ja Tarjsn [CT76) esittivit
ottivat edellisestd poiketen 7&
Lissksi he hdyttival pistejoukko]
UNIONI-ETSI algaritmla :
vasermanpuelelisia orits,

kaytetdsn prioritesiii] onf"n?,
haku dujuu nopeasti, He cenittival
tapaan pshirmassa tepaubssssa 0

ritmin mugmnalman. He
man Joukor,

ainitiuz tehohkast
iess he kEgttival
i RER =] rgnifa
sinoisimman viivan
ika on Yaon aldoriimin
n vazemnanpucleisten

Y
fngied

pu1den tilalls voitaisiin |3 todennut,
ettd hinen tutkimansa bing # Cheritonin ja Tarjanin
esitiimia waihtoshtoja  parsepia IV7Bl.  Vield on  avoin  hkysymys, mill3

]
tietorskenteel 1a Cheriton Jja Tarjanin aldoriimisss ordolausekkesn Johmav n termin
vakickerroin minimoituu.

Cheriton ja Tarjan toteuttivat alipuiden kutistuksen, tai siivouksen kuten he sitd
kutsuivat, wmyds omassa algoriimissasn. Siivouksesia on hyciys silloin kun kahden
yhdistettavan puun valills on pal jon yhdistdmisviivoja. NEin esimerkiksi tiheille
graafeille heiddn slgoritminsz toimii ajassa O(H).

2 ﬂl” algoritsin wuunneimat vaativat  paljon
gN wvakio on ms suuri, Yislad kautdnnissa
zn ovat kilesi byisid ndiden muunnelmien

Nanwd teoreettiszesti ishokkaat So
muistia., Lis3ksi e 3
perusaldoritmil al

kanssa [RB31.

. ’
t n M ologl
buperiisessi muodoss
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4. ONGELMA MONTULDTTEISESSA AVARUUDESSA
Kappalessss { tuli esille, eitd wviivoien p olla ennalia
maarattyjs vasn ne vsldaan iaskes padiﬂci"+e in suoritukzen
aikana. Tavallizesti pisteet ndhdiEn 3, Jjolloin
pldtelden valinen  eifisyys vastas gn valizen
etzisuyden oietetazn oplevan laskeiiavi a cngel=an
sydtic koosituu  aincasiaan kN luvusis yleizasti
grzafeille suunniteliujen algoritmien an murizmasn.
Ellei  hkiytettavad etSisyysfunkiiocta algoriini
optimazlinen,  hkoska xsikkil gpisisiden azzz (vret.
ta3del}1n~n grazfil, Epiterkin tazvalliiszes n funkiion
avulia pisteiden wvalinen eildisyys las tEen volmma
tdsed erikois tapzuksesss lucda Primin alg

Erityisesti pyritadn kehii
Primin axgtrltmzr i
pisteparin wilinen etil
samanaikaisesii wmuis
algoritmisszs  kaikkl
lgjittelu olisi mahdol

Kun p15t51d9ﬂ walinen
pgstqttu 10utEm35n

on  mycheMmin yleis i
mucdostetasn ensin awi
suurin osa pisteiden % 5 2stelun
ulkopucislie. Itssasiass VPR ?ugiu&;Eﬂ szadaan
supxstettaa MEErEEn 3N-9. ¥aikesn lisdksl viivak ML aval  tasagraafing
Jonka MVP saadaan sjsssa O(N) [C7761.

u;SGFlIMISC'
toiseszsa  kas
Katajainen IN
al¥upera’5ta




5. KESKIMAARAISELTA SUORITUSAJALTAAN NOPEITA ALGORITHEJA

Edelld keskituttiin pelkBstssn  aldoritmien pahimman  tapauksen  su Gritusajan
tarkasteluun, Toisin sancen ndiden &l joritmien suoritusaika ei nouss hkoskazn tistyn
ennaita lasketun rajan y! tilnpa minkilainen sg die ishansa, HEutdnndssi

i8puclelle, saatil
sagttavat olla edullisis myds sellsiset al igoritmit, joiden suoritusajan cdotusarvo
230 slMEﬁuMdan t3llaisiin HVP mE3radviin
Im

o
bl
3

on pieni. Tizs3 ranpd,aessa tutustuias
algoritmeihin ja niiss3 es;zntu;evxrn orgelm

M38rittdessd tietyn HVPIn m38rE3vEn algoriimin keskim83rdisti suoritusaikas on
ensimmiisebsi  kiinnitelt®vd  niiden  grasfien Joukko,  Jjoiden MVPIta ollsan
ratkaisemassa, Yhsinkerizsinen ja melko luornecllinen  walinia on M vilyaa

(N-1 £ M 4 N(N-1)/2) sis&ltdvien 3h naisten grasfien joukks. Graafin viivajen
painot v01vat olla jorkin jskautuman F wukais sia, Olisi siiz pustyitavd madrdEwis

miten kauan tietyn algoriimin suoritus hesiZ3 satunnsiselie tEmsn Joukor greafille,
Graafijoukko voidaan Vl;n 1ittE3 mybs monalis muulla tavalla (ks. esimerkiksi [WSS1),

Kruskzlin sldoritmin suoritusai
mainituilla erikoisilla gra a?ex a
nopeutiamalla; lajittelu kun oli Eruskalin algoritmi
Kruskalin algoriimizsa Qﬁ? olajittelus ki3uttien
viiva kasitielyun %u nes sazdaan HYP Qu
rymmitel 1880 viivat to/e] (o oon vaiio) &
oalnai ovat DIEWE“DIS yul i+
voxaaan xas?aa

[ENB21. Tamd tehddsn vi iivojen painojen lajitielua

ievinti, Tﬁvcxllsestl
'*Pxiﬁn alﬂhlﬂ:lﬁelcln
i Vaah Enalr
i wiivoen

bza voidsan hucmattavasti pisnertdsd ainakin edelld
H
1

Tawdn jsikean voidaan vekolajitielua
lajitteluun., Jos Vl;VQJE” painot madris
kuhunkin IU‘P“ﬁCﬁ OsHu %:.‘e?q S3m3 MISFE v11Vu«a, halr shian 5
Qljadﬂ katsoz ui”war vakioaika., Eaiken kaikkiszan vflvuicn
keskind8rin OOM) aika. Aina ei tarvitse edes bailkbia lokaroitz lgj
Je Ingtgngv.

Tawan parannuk
pai.,x Puluu ai
HVPin k

v;fdma

Joz edellizessd algoritwm
algoritmi toimii h4?::¢** J3 +~ =
Taten on mielenkiinioist E
algoritmia, jonka pahimwan tapauk
algoriimilla. Katajainen
osoittavtul pienille graas

CU

Bentley, Weide ja Yao 'r*%f‘v:* miten itlero;nan voidaan hEutizs
tehokbaasti ra*%a‘wtae== kon MVT ott = aru He s=zitiivat
EAUDTlvmlﬁ, Joh a su ukiidicsen ta la sarin 0N ja
algoritmin, ionka aika on k-ulptieis ) avaruuden pistejouh

beskimiirin O(N iaq? g & todistivat, ettd nimd fulokset ovat voiwszsa  hurnhan
PiSfE;ucn dakauiuma avaruuteen ei poikkea kovin paljon tasaisesia jakautumwasta (ks.

tarkemmin [BWYS21).

Viivojen Palﬁuaeﬁ

thxgdv selvisii
esitettujen algori

sienuuden lisdksi
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6. LIKIMAARAISISTA RATHAIGUMENETELMIGETA

Jos M oon suuri, niin nelifllinen
eksponentiizalinen =slgoriimi,

hyvin hitasksi Nin ka 2EVEESEE MUL
ei ole kultenbasn aivan vBITtEsEt
m3srattsecsd pistejoukon ruwba.

seiville, mithd pisiest vuuiuvqt
olia perustelius Bytida
sasvutetiavan huomatiavia

=
i

k.
+
i3
3

tuise bysymykseasn 1Ehinnd sillein, kun o Stisy anulatfe sen avaru
pisteiile MWP., T&llGin  wvoidsan  k&YitE8  heurisi sesia hyvarsl  avaruu dan
ominaisuuksia,

Bentley ja Frisdwen IB diszen g

mMagrads  anneiluille ritﬁﬁwé

heurlstilbvcnqa on mze

Kappaleessa 4 mainiitua iz itet
kunnas  san  jaikaminen angen &
liian moneile aiipdun pist ) hin alip
piste ennen kuin woidsan siste on alipuu
Jslkzen oietazn alipuusta s zlipuen ulkops
mennessd  pienin. T3lie sitten 1zhin pist
allpdun ulkopucielia. Maara ain lgudsiyn pisie
sen alipuun uikcgasle}ﬁa, pisiesn g lE8hin u
on g, niin viiva {(p.g) 1i tetaan q pisteshs
““rne: edelis mainitiy zh

T&l1 oritmilla on =“3fuu+e
M3 al;e f—'ﬂ \.\::»\:.xiv.\.u =3
nog i

¥zl

t

1

tlece+gan,
todennakdisyu

by
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7. TUDENNEXKUISYYSALGORITHMEISTA

TodennZkbisvusaigoriin daterministi
ettd ochjeiman  =zisd zisesti  mi
Tavallisesii clstetaan lut  ovat 3
satunnaisiamisprossssi u:r: uss,
Todennzkoisyuzalqorite ) HEE] falqtpn
ettel niilden tarviise % en Gikests

tapauksesia, gitd ohjsima 22518 83rg; virhe =2i
kiinnitetty® pientd vakioia suuremei, Nain olien todennikd

melkein aina oiksan vasiazuksen,

Toizaalia toﬂmrr:¥ﬁicwgsa‘gn"t&;n ai *'*x sina
ohjelma valitsae ~pa=ustu1,gr pitkdn rel ciun
nopeasti kohti no laz polun pituuden ¥a=/ TEl
$odennil s isyudellE ykei ja chielman suori an od
todennakd 15qu=alaurit\1 naattqu melkein Todar
masritiely 1 u*g, asimeriibsi ini ti zta [f
On ilshduttavaa, Jos  wvaikeille g, eriiyiss
voldaan keksid nopsita todenngkii

‘1t¥~*a. H;
todpnnapnlcqqdeila ainakin melheiy E
SiitZ huolima tta, etiid ﬁ%?:n

t3llz ongelmalle kehitetiy tode

Rohlfin todenndkdisyy aaig ritml [R721, joka on Sollinin aldoritmin muunnelms, m3Brdd
k-ulotteizessza avaruvdessa esitelyn pistejoukon MYP:In, Algoriimi eienze vaiheitiain
siten, ettd perdttdisesii wvalitsan aina suurewmmal kynnusetZisuudet 6. Kussakin
vaihieessa MVPlhun 1is8t38n wusis viivejs niin PE}JGH kuin mahdollista, Kuitenkin
vain ne viivat huomicidazn, oiden pituus on pisnempl  buin 6. Aina tisttyd
kunnysetdisuyyttd & hkohii avaruus L*atsum h tidihin, Jjoiden sivun pituus on 6.
Naita nelifitd kayttEen muodostelzsn 2 ;26 sivuista pistikbos IR7EI, Nyt
voidean psoitiza, etii kalkki s2li ; it, Jolden etsisuyys on pienempl tai
yhtasuuri kuin 6, osuvat josszhin ristibo samaan  ruutuun.  Ruynnysetdisyus 6
mssdratddn  etsimdlld ensin HWin salunnaisen eri alipuihin kuuluvien pisteiden
valisisl3 elZisyybsisid pienin, NEin yhden vaiheen aikana sazadasn ainakin yhtd
alipuuta kasvaeteitua.

Kun ristikoiden ruuiujen sBde s» piensksi, Jjouduizzn w’o?"?d%aa” hyvin  vEhaEn
lghimmdn pistesn hsbuja. Tois taas, jos ruutujen side u1° an pi
algoritmista tulee tehoton, hosk kasvaa hq in hltaa:*1 Ja g

3ha uudellesn uusi  bkyrrnusetBisyuys §  ja sitd  vastaay

heuristisesti est@miin, ettei kynnyset3isyus 6 paase mxllolnpaan Illan FIPW

Rohlf on kokesllisest: Y, kun
pisteet ovat jskaut 2] iakautuman
ﬁuk31=e=tx. Taté hi ] aﬂuxﬂj&vl'éqfx. T& 1t Hebinin
ristibkorakenne If & "155u:; Yuval on esitiioyt n ratkalsun
EYu763. Yuvalin rat?a [ Rabinin

rathaiszua heikommalksi,

Témdn algoritmin teho ei perustu ubsin Fortune Ja
Homeroft  [FHZ91 a:aittivai, miten ols o iS85s 0N
hagawtuk_,¢ kauitt, Algoriimissa qudutaa mihin ristikeon ruutoun
kukin piste hkuuiuu. Hejautusiz hEuitZen i tehds keskindirin vakioajassa

Ja nain aldoritmista tules tehokas.
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8. RINNAKKAISALGORITMEISTA

Monikone on tistokone, joka koosiuu monesia prosessorista. Namd orosessoril pustyvat
suoritiamaan useita toisistaan riiepumatiomia tehtivid samanaikaisesti, Viime
aikoina on monikoneissa toimivia rinnakkaisaldoriimeja tutkittiu hyvin paljon, koshka
VLSI-tsknologia on tehnyt mahdolliseksi wonikoneiden valmistukssn edullisesti. Tassd
happalesssa esittell8in lyhyesii minkilsizia monikoneissa toimivia MYPIn  mB35r3svii
algoritmeja on hkaksiity. Rinnakkaisalgoritmeista on laajemmin kerrottu esimerkiksi
Kungin artikkelissa IKR&1,

Téhan paivadn mennessd on ehditty esitiid lukemattomia rin remizen
mallejs. Seurasvassa esimerkissd kiytetZSn msllia, jossa soreilia on
yhteinen muisti: 2) jokaiselia orosessoriliz on oma aritrestiis-longinen yksikkg,

Jossa kaikki aritmeettiset, Boolean ja locgised operasiict voidaan suorittas yhdessa
aikayksikisss, s jossa kaikki rinnatbhain suoritettavat cperaatiol kesiivdt yhtd
kausn:  3) yhden nuistiraikan  sawznaikzinen  lukemiren on  sallittua wutta
samanaikainen kirjoittaminen ei; 4) muisticperaaticihin Ja tiedon siirtoon kuluvaa
aikaa ei huomioida ICLCBRY. On huomatiava, =tid t3m3 teoreettinen malli on ehkd
hiewan eparealistinen, koska hiskyjen sunkronointi tai muistipaikan samanaikainen
lukeminen voi olla teknisesti vaikeasti toteutettavissa.

i116in  on
i Ja Ty, 1ghin
alipuu. Nimitt3in ndiden puiden vE1il13 voi olls baksi samanpaincisia viivaa,
Jolloin HVPihun suntyy sukli, jos puu 7i yhdistetZEn puuhun Ty toisells jz ouu T
puthun Ti toisella ndistsd viivoisia. Siksi kahden puun valinen pisnipaincisin viiva
on madrattavd yksikdsitieizesti. TiscH toimitasn ssuraavasti:
M38ritt3essd puun T; 13hint3 puutz valitaan se viivoista {ug,uz), Jolle ug€?; Ja
updTy, Joka on paincltaan minimasalinen ja (joka on niin sanctun Minimax-jarjestyksen
mukaan pienin. Viivojen vElinen minimax—jdriestuys "<" madritell3sn seuraavasti!

Useimmat rinnalkaisalgoritmit  perustuvat  Soliinin algoritmiin, T&
ensimmdiseksi rathaistava, miten m8irit33n sawanaikaisesti alipuiden T
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Cug,up) < {vyg,vp), jos ja vain jos

win {ug,uzd < min {vg, v} tai .
min {ug,upd = min {vg,ved ja max {ug,uzd < max €vi,vsd .

Tam3n havainnon jslkeen Sollinin aldoritnin  implewertointi N-wmonibe siis
monitoneessa, jossa on N prosessoria, ajassa O(N log) on melko aista
[GH77, =. 285-2891. Jokaiselle pisieelle pidetisn yhiepisesss muistissa 3 s1it3
mihin puvhun =2 kuuiuw, Ensin m33r5t33n kullekin pisteslis 18hin pzinpliazn
minimaziinen, minimax-jdrjestyksen wmukasn pienin viiva, Jonkz toinen peaterisia
kunluu eri alipuuhun kuin hkyssess2 oleva piste. TEm3 tapzhtuu sksinkertaisesti
kulkemalla 183pi yksi etBisuyysmatriisin rivi, Jokainen prosessorl  kdy  idpi
samanaikaisesti yhden rivin, joten t8h&n kuluu O(KY aika. TEsdn &1 litaan
Joraiselle puulle 13hin paincltaan minimsalinen, minimax-jirjestuksen o ienin

230 pi
viiva., Lopuksi pdivitet yhieizessd wuistisea olevas tieiosz, minhin puuhun kukin
pizte huuluy, ja yhdistetddn alipuul. N8itE toimenpiteit3 jouduiasn toisianasn
korkeintaan logN kertaa, joien algoritmi toimii ajassa O(N iogh).

Aldoritmissa jokainen
kertaz O(N! operazti
operasticla, Bentley
algoritmista version, jcka =E
O(N 1ogN?. THten cperaztioiden kokonaismii

Savage ja Jala' (SJ811 esittivat, miten GSol

ajassa D{logN)., T3ss3 bulen edslls tehtiy

tarvitaan, Luonollisempi (3 RERNA B

rinnakkaisuus, jolloin monikoneen prosessc

Law Jja Chen ICLCBRY oscittivaikin, eitd o s 3

OINZ/K + log2N)  toimiva algoritmi. Erityisssti, Jjos sallitasn rajoittzmaton
rinnskkaisuus, algoritsin suoritusaika on O0(logii), kun K = N[N/log2N].
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Myts muille wonikons malleilie on esitett i& siger
malleissa on lucvutiy siizs cietuksesis, relila olis: &
muisti. T&lldin jokazizells prozessorilla 5ti 3 prose
kommunikointi  tapshtuu tiet tinjoja pi sis ileiss
minimoida tl:xﬁzlﬁdudﬁu mééré Ja = ori tosta
Yli;ﬂpﬁfa ikoi ria ttu

3 " an,
\,eun;mmu 2id aki
naapuriero ;
3&51nker mole

O(N Isgﬁ) cimivaksi, Kuiienbin GEE“
adritapaukcessa kaikki nro:e:Surlt e
mallissa MVPIn w33ri38misi3 on tutkinut Nat

iinsa, Muun wg
nwari INME23,

Rinnakkaisalgeorituizn alu paljon av

mielenkiintolsin on eri aigf*z wp4. : !

voidaan viedi, ittelu. Voidzanko 1331 elu
N-monikonessss aj 118 paras slgoritmi, 10113 pE3s

aikasn k3uttE3 M I E4-203. Akl IAB2 ecitti tzhi x
kysumyhsesn 1iift k.sen, Han osoitil, etid ulEtHESS mailissa
tazolls olevan pist cidasn m38r&td vakiosjassa, kun k3yidssa

an DGfgnGMlSallﬂEW -
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9. YHTEENVETD TOISEN 05AN ARTIKKELEIST
Tutkielman toisessa osassa tutusiutaan tarkemmin kahtesn husymyksesn - MWVPin

masrasmiseen moniulotieisessa avaruudessa ja keshim3Brin nopeisiin HVPin m3arasviin
algoritmeihin,

Ariikkelissa {1) esiteti8n Berdleun Ja Friedmanin algoriimin suorrelms ja  tuikitaan
sen iehokkuutta kokeellisesti. Algoritmin implementoinnin yksityiskohdat esitetddn
artikkelissa (2). Aldoritmi havaittiin keshim33r3isiltd ominaisuuksiltaan hyviksi,
mutia 1oytyy pistejoukkoja, joilla algoritmi kByitdutuy huoncsti (3).

Edellinen algoritmi ifoimii wmybs Hamming-metriikassa. Titen alqoritmia voidaan
k3yit23 esimerkiksi formatoitujen tiedosiojen tiivistimizessi. Artikkelissa (4)
tutkitaan, onko k-d puu paras mahdollinen 1Zhimm3n pisteen hakua tukeva hakurskenne
Hamming-metriikan tapauksessa. Burkhardin ja Kellerin [BK73] esittimd puurskenne
osoittautuikin joskus k-d puuts paremmaksi,

Kahdessa muussa artikkelissa tutustutaan keskimddridiselld suoriiusajaltaan nopeisiin
algoritmeihin., Artikkelissa (B) esitetZ8n Kruskalin algoritmille implementointi ja
osoitetaan se heskim38rdiseszE tspavkzoszsa sekd  teoreettisesti et kokeellisesti
hyveksi. Pshimman tapauksen kowpleksisuudessa on kuitenkin parantamisen varaan.
Artikkelissa (6) esitetd@n zldoritmi, jonka pshimman tapauksen kowmpleksizuus on
Krusralin algorimia parempl ja joka on myls keskim33rdizessd tapauksessa tehokas.
K8ytannin kokeissa tEmd algoritmi oli kuitenkin huomattavasti Kruskalin algoritmia
hitaampi.
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