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Forord

Disse foreleesningsnoter til signalanalyse er overvejende baseret pa tidligere kurser, hvor
bogen “Signals and systems” [18] blev benyttet. Kursusdeltagerne mente dengang, at der
var behov for kursusmateriale pa dansk, og derfor blev noterne udarbejdet. En del af
stoffet stammer fra [18], mens afsnittet om den kontinuerte deltafunktions egenskaber er
inspireret af Lighthills bog om Fourieranalyse og generaliserede funktioner [12], ligesom
kapitlet om den hurtige Fouriertransformation (The Fast Fourier Transform) stammer
fra diverse kilder, bl.a. algoritmiklaerebgger [7] og E. Orans Brighams bog om FFT og
anvendelserne heraf [5].

Siden noterne blev skrevet, er der sket en hel del pa laerebogsfronten, iszer pa den pae-
dagogiske side. Inspireret af fremstillingen i to laerebgger af Steiglits [22, 23] skrev James
H. McClellan, Ronald W. Schafer og Mark A. Yoder en elementar leerebog: DSP First:
A Multimedia Approach [16], som benytter MATLAB til opgaver og gvelser og desuden
indeholder en instruktiv CD-ROM. Denne bog har nu i nogle ar vaeret benyttet pa det
indledende kursus i multimedieteknologi pa Datalogisk Instituts fuldtidsdatalogilinie. I
2003 udgav de samme forfattere en udvidet udgave af [16], som ud over diskrettidsteo-
rien nu ogsa omfatter kontinuerttids signalbehandling og Fouriertransformationen. Denne
bog, Signal Processing First [17], udmerker sig ved at indeholde en hel del stof om de
trigonometriske funktioner sinus og cosinus (“sinusoider”), og en anskuelig fremstilling af
sinusoiders generering som projektionen af en roterende vektor, en fasor. Dette stof bliver
ofte forudsat bekendt pa elektroingenigruddannelsen fgr signalbehandlingskurset tages, og
leerebggerne udelader derfor teorien for trigonometriske funktioner m.v. I Signal Proces-
sing First starter man helt fra grunden, sa bogen er velegnet som begynderbog. Jeg har
derfor fglt, at tiden er inde til at droppe noterne som undervisningsmateriale og bruge
[17] i stedet. Da der dog mangler noget stof i [17], kan noterne bruges som supplerende
materiale, iser vedrgrende dansk terminologi, teorien for kontinuerttids-deltafunktioner og
endelig det sidste kapitel, der giver en anvendelse af signalbehandling, nemlig til JPEG-
kompression, der efterhanden er vidt udbredt som billedkompressionsmetode i digitale
kameraer og pa Internettet.

J.D.A.



Kapitel 1

Lineaere forskydningsinvariante
systemer

Ved mange naturvidenskabelige og tekniske anvendelser gnsker man at kunne simulere
et system pa datamaskine, d.v.s. konstruere en model for systemet, saledes at man er
i stand til at analysere systemets egenskaber og opfgrsel. Man vil saledes gerne kunne
forudsige systemets svar pa ydre pavirkninger. Dette illustreres ofte pa diagramform ved
at tegne systemet som en kasse (‘a black box’), hvis indhold principielt er ukendt. Tkke
desto mindre er det muligt at karakterisere systemets svar pa ydre pavirkninger under
visse antagelser om systemets opfgrsel. Pavirkningen pa systemet betegnes systemets input
eller indgangssignal, og systemets svar dets output, systemsvar eller udgangssignal. Dette
er illustreret pa figur 1.1(a), hvor z(¢) betegner input og y(¢) output. Denne made at
modellere systemer pa finder udstrakt anvendelse indenfor en rakke fagomrader. Man
kan naevne kommunikation, datanet, musik- og taleanalyse, rumforskning, kredslgbsanaly-
se, akustik, seismisk analyse, medikoteknik, kemisk proceskontrol, billedanalyse og mange
andre felter. Ogsa indenfor helt andre omrader end naturvidenskab som f.eks. ved finansiel
analyse kan man benytte metoderne, bl.a. ved tidsrakkeanalyse af varierende stgrrelser
som aktiekurser og andre gkonomiske parametre.

z(t) ———{ Kontinuert system ——— y(%)

(a)

z[n] ———  Diskret system —— y[n]

(b)

Figur 1.1: (a) kontinuert system (b) diskret system
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Figur 1.2: Grafisk fremstilling af (a) kontinuert og (b) diskret signal

1.1 Kontinuerte og diskrete systemer

Man skelner mellem kontinuerte og diskrete systemer. Kontinuerte systemer er karakte-
riseret ved at input og output er kontinuerte signaler, f.eks. en tidsvarierende spanding.
En spaending som funktion af tiden kan vaere et resultat af en kontinuerlig maling, f.eks.
af tryk, temperatur, lysintensitet pH, kraft og meget andet. Et kontinuert system kan sa
veere et elektrisk kredslgb, der modtager det kontinuerte inputsignal og behandler det pa
en eller anden made, f.eks. filtrerer det for at fjerne visse frekvenser og som output leverer
det filtrerede kontinuerte signal i form af en tidsvarierende spanding.

Diskrete systemer opererer pa diskrete signaler, som oftest dannet ved aftastning el-
ler sampling af kontinuerte signaler. Dette ggr det muligt at behandle dem ved hjelp af
en datamaskine. Man tager stikprgver af kontinuerte signaler pa en sadan made at man
undgar informationstab. Herved fas en raekke tal, en talsekvens, som kan bearbejdes med
datamaskine. Afhaengig af de egenskaber, man gnsker, kan man konstruere et program, der
gennnemfgrer denne omdannelse eller transformation af talsekvensen. I teorien forestiller
man sig ofte talsekvensen som uendelig lang, men i praksis kan man naturligvis kun arbejde
med endelige talsekvenser. Omdannelsen fra kontinuerte signaler til diskrete signaler sker
ved et elektronisk kredslgb, en analog-til-digital omsetter (A/D-omsaetter). Man kan for-
stille sig en A /D-omsatter som et elektronisk voltmeter, der med passende tidsintervaller
omsztter en spanding fra kontinuert (analog) form til digital form, dvs. en sekvens af tal,
som kan behandles af datamaskinen. I praksis opererer man med en endelig ordlaengde,



Figur 1.3: (a) Et diskret signal z[n] og (b) dets spejling z[—n] omkring aksen n = 0

men i teorien forstiller man sig de enkelte sampleveerdier som relle tal, og i teorien tager
man ikke hgjde for den afrundingsfejl, der er resultatet af den endelige ordleengde. Man
skelner derfor terminologimaessigt mellem digitale signaler (endelig ordleengde) og diskrete
signaler (samplede signalvaerdier, der er reele tal).

En seerlig klasse af systemer, de lineere forskydningsinvariante systemer LFI-systemer
(engelsk: linear shift invariant, LSI-systems) er vigtig og meget ofte benyttet som model
for systemer. Dette skyldes isaer

e Mange systemer, der optrader i virkeligheden, som f.eks. fysiske, kemiske, mekaniske
og optiske systemer, kan med god ngjagtighed modelleres som lineaere forskydnings-
invariante systemer.

e Teorien for disse systemer er simpel i modsatning til teorien for ikke-linesere syste-
mer.

En af de egenskaber ved lineaere systemer, der ggr dem lette at analysere, er gyldigheden af
det sakaldte superpositionsprincip: kendes systemets svar pa givne stimuli (pavirkninger)
og benyttes som input en linearkombination af disse stimuli, vil systemets svar blive line-
arkombinationen af de tilhgrende systemsvar.

I de naeste afsnit vil teorien for linesere forskydningsinvariante systemer blive gen-
nemgaet. Men fgrst vil vi betragte notationen for og nogle egenskaber ved signaler.
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Figur 1.4: (a) Et kontinuert signal z(¢) og (b) dets spejling z(—t) omkring aksen ¢ = 0

1.2 Signaler

Betegnelsen signal bruges for en meget stor klasse af fysiske faenomener, der kan beskrives
som en funktion med tiden eller afstand i rummet som den uafheengige variable. Eksempler
pa signaler er lydsignaler optaget ved hjzlp af en mikrofon, signaler fra transducere, der
overvager en kemisk proces, eller den tidsmaessige fluktuation af en eller anden parameter,
f.eks. vekselkursen pa Euro i danske kr. Man opererer ogsa med flerdimensionale signaler.
Et eksempel pa et to-dimensionalt signal er et monokromatisk billede, hvor forskydning i
planen traeder i stedet for tiden. Medens lydsignalet har en temporal parameter (tiden), har
billedet en spatial (rumlig parameter). Man kan ogsa have signaler med bade temporale og
spatiale parametre; et eksempel pa et firedimensionalt signal med 3 spatiale og en temporal
parameter er et signal bestaende af en tredimensional magnetisk resonansoptagelse af et
hjerte, der pumper blod.

Vi har tidligere omtalt, at der er to grundlaeggende typer signaler, kontinuerte signaler,
og diskrete signaler. For kontinuerte signalers vedkommende er den uafhaengige variable
kontinuert, og denne type signal er defineret for et kontinuum af vardier af den uathaen-
gige variable. I modsaetning hertil er diskrete signaler kun definerede for diskrete vaerdier
af den uafhaengige variable, f.eks. til diskrete tidspunkter eller i punkter i rummet. Den
uafhaengige variable antager kun et diskret saet veerdier. Eksempler pa kontinuerttidssig-
naler er et talesignal og atmosfaeretrykket ved DMI. Eksempler pa diskrettidssignaler er
Dow Jones aktieindex og det signal, der er indspillet pa en CD.

For at skelne mellem kontinuerte signaler og diskrete signaler bruges bogstavet ¢ til at
betegne kontinuerttidsvariablen (de fleste kontinuerte systemer har tiden som uafhaengig
variabel) og n for den diskrete variable. Desuden vil vi skrive den kontinuerte variabel i
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Figur 1.5: Kontinuerte signaler relaterede ved skalering

rund parentes (-) og den diskrete variabel i en kantet parentes [-| (hvilket minder om nota-
tionen for et array). Figur 1.2 (a) viser den grafiske fremstilling af et kontinuert signal x(t)
og fig 1.2 (b) et diskret signal z[n]. Det er vigtigt at bemaerke, at det diskrete signale x[n]
er kun defineret for heltallige veerdier af den uathesengige variabel, hvilket den grafiske frem-
stilling for z[n] ogsa understreger. Desuden bruger man ogsa ofte betegnelsen en diskret
folge om z[n], idet signalet kan opfattes som et raekke tal, en talfglge. Et diskret signal
kan veere fremkommet af et kontinuert signal ved sampling (stikprovetagning), Dette er
tilfzeldet for signalet indspillet pa en Compact Disc: det er i virkeligheden et kontinuert-
tidssignal (lydsignal), der er aftastet (samplet) med frekvensen 44,1 kHz, d.v.s. (stereo-)
lydsignalet er aftastet 44100 gange i sekundet. Et eksempel pa et todimensional samplet
signal er et avisbillede: det er en rasteriseret udgave af et spatialt kontinuert signal, nemlig
lysintensiteten, der rammer kameraets billedplan ved optagelsen.

I disse noter behandles kontinuerte og diskrete signaler hver for sig, men i parallel,
saledes at man kan udnytte den indsigt, man har faet i den ene type ved forstaelsen af den
anden type. Der er nemlig meget store ligheder mellem kontinuerte og diskrete systemer
og signaler. Desuden konvergerer de to teorier, nar vi frembringer et diskret signal ved
sampling af et kontinuert signal.

1.2.1 Notation og signaltransformationer

Signalanalyse er opstaet som en ingenigrmaessig disciplin og notationen er beregnet pa
praktiske anvendelser og kan derfor forekomme at mangle en ngdvendig matematisk streng-
hed. Et eksempel: z[n] kan betyde et diskret signal (opfattet som en helhed. d.v.s. hele
talfglgen) eller talfglgens vaerdi svarende til argumentvaerdien n. Desuden er det ssedvane



Figur 1.6: Diskretidssignaler relaterede ved tidsforskydning

at anvendelse af operationer pa signaler, f.eks. tidsforskydning, spejling o.s.v., noteres i
signalets argument, hvor det matematisk korrekte ville veere anvendelsen af et operator-
symbol. Et eksempel: hvis signalet h(t) forskydes stykket a i tid, noteres resultatet som
h(t — a). En mere rigoristisk notation ville vaere at specificere en translationsoperator 7
med en vaerdi svarende til translationen a, d.v.s.

T(a)h(= h(t — a)). (1.1)

Hvis 7 betegner den generelle translationsoperator, sa er 7(a) operatoren, der translaterer
stykket a. At signalet x translateres stykket a kan sa skrives 7(a)(x) og funktionsvaerdien
af den a-translaterede xz-funktion taget til tiden ¢y kan skrives 7(a)(x)(to) Denne notation
er imidlertid besveerlig at bruge og anvendes ikke i praksis. Af hensyn til dette kursus
‘kompatibilitet’ med den eksisterende litteratur vil der ogsa her blive brugt den mest
udbredte (men mindre strenge) notation. Man kan da veere ngdt til ud fra sammenhangen
at afggre, f.eks. om der menes signalet som helhed eller en specifik funktionsvaerdi.

I mange situationer er det vigtigt at betragte signaler, der er relaterede ved en modifi-
kation af den uafhaengige variable. F. eks. er signalet z[—n] vist pa figur 1.3, fremkommet
ved at spejle signalet x[n] omkring aksen n = 0. Man kan opfatte x[—n] som givet ved
den sammensatte funktion z[—1 - [n]] = z[z[n]]. Tilsvarende som vist pa figur 1.4 kan
man fa signalet x(—t) ved spejling af z(¢) omkring aksen ¢ = 0. Hvis z(t) repraesenterer
et lydsignal pa et band, svarer xz(—t) til det signal, man far, hvis man afspiller bandet
baglaens. Fig. 1.5 viser tre signaler, z(t), z(2t) og z(¢/2) som svarer til hinanden ved en
linezer skalagendring i den uafhaengige variable. Hvis vi teenker pa et bandindspillet signal,
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Figur 1.7: (a) Et lige kontinuert signal (b) et ulige kontinuert signal
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Figur 1.8: Kontinuert periodisk signal

svarer z(2t) til det, man hgrer, hvis bandet afspilles med dobbelt hastighed, og x(¢/2) til
afspilning med halv hastighed.

Endnu et eksempel pa en transformation af den uatheaengige variabel er vist pa figur 1.6,
der viser to signaler, z[n] og z[n —ny] som er identiske i form, men hvor det ene signal er en
tidsforskudt udgave af det andet signal. Tilsvarende repraesenterer z(t —ty) en tidsforskudt
udgave af x(t). Signaler, der er indbyrdes relaterede ved tidsforskydning, ses ofte i fysiske
systemer, f.eks. ved sonar, radar og seismiske undersggelser, hvor et modtaget reflekteret
signal er en forsinket udgave af det udsendte signal, idet forsinkelsen fremkommer ved at
signalet propagerer (udbredes) gennem et medium (jord, luft, vand). Transformationer af
signaler kan ogsa foretages med henblik pa at undersgge, hvordan systemer reagerer pa
den transformede udgave af signalet.

Et signal kaldes lige, hvis det er identisk med sin spejling omkring den lodrette akse,
d.v.s. (for et kontinuert signal):



og for et diskret signal

Et signal kaldes ulige hvis

a[=n] = —zln],

hvilket svarer til, at spejling omkring koordinatsystemets begyndelsespunkt ikke sendrer
signalet.

Det er vigtigt at bemzrke, at ethvert signal kan dekomponeres (opsplittes) i en lige og
ulige komponent (del). Dette ses ved at danne

Ele(t)] = 5lr(t) + (1)

hvilket kaldes x(t)’s lige del. Tilsvarende er x(t)’s ulige del givet ved

Ole(t)] = 5 lx(t) — (1)

Det er enkelt at se, at ‘den lige del’ faktisk er lige, ‘den ulige del’ er ulige, og at x(¢)
er summen af de to. En ngjagtig tilsvarende definition findes for diskrete signaler og et
eksempel pa dekomposition af et diskret signal er vist i figur 1.7.

Endnu en klasse af signaler, man bgr kende, er de periodiske signaler, bade kontinuerte
og diskrete. Et periodisk kontinuert signal x(¢) har den egenskab, at der findes en positiv
veerdi af 1" for hvilken

z(t) = z(t+T) for alle t (1.2)

I dette tilfzelde siges z(t) er periodisk med perioden T'. Et eksempel pa et sadant signal er
vist pa fig 1.8. Fra figuren eller fra ligning (1.2) kan man slutte, at dersom z(¢) er periodisk
med perioden T, sa er x(t) = z(t + mT) for alle ¢ og ethvert heltal m. z(t) er derfor ogsa
periodisk med perioden 27, 37,47, .... Grundperioden (fundamentalperioden) Tj for x(%)
er den mindste positive veerdi af T for hvilken (1.2) geelder. Bemaerk, at denne definition
af grundperioden forudsatter, at x(t) ikke er konstant. I dette tilfselde er grundperioden
udefineret, da z(t) er periodisk for ethvert valg af T, saledes at der ikke er en mindste
veerdi. Endelig benaevnes et signal, der ikke er periodisk, et aperiodisk signal.

Periodiske diskrete signaler defineres pa samme made. Mere pracist, sa er et diskret
signal z[n| periodisk med perioden N, hvor N er et positivt heltal, hvis

z[n] = z[n + N] for alle n (1.3)

Hvis ligning (1.3) er opfyldt, sa er z[n] ogsa periodisk med perioden 2N, 3N, ..., og grund-
perioden Ny er den mindste positive veerdi af N for hvilken ligning(1.3) er opfyldt.



1.3 Systemers egenskaber

Nar man opstiller en model for et system skal det karakteriseres ved en rakke egen-
skaber, som kan fortolkes bade matematisk og fysisk. De vigtigste er: med eller uden
indre tilstande, (memory), invertibilitet, kausalitet, stabilitet, tidsinvarians, og, som den
vigtigste, linearitet. Nar det i det fglgende tales om ‘systemer’ menes hermed ‘modeller
for systemer’.

Indre tilstande. Et system er uden indre tilstande, hvis dets output udelukkende af-
haenger af det gjeblikkelige input og er uathaengig af forhistorien. Hvis systemets output
derimod er et resultat af det gjeblikkelige input i kombination med tidligere input, siges
systemet at ‘have indre tilstande’. Indenfor datamatarkitektur svarer den fgrste type til et
kombinatorisk netvark og den sidste til en tilstandsmaskine. Betragter man et kontinuert
system, f.eks. et analogt elektrisk kredslgb, sa er et system, der udelukkende indeholder
modstande, af den fgrste type. Et system, der indeholder kondensatorer, kan levere output,
der er athaengig af tidligere input (fordi kondensatorer kan lades op og senere afgive denne
ladning) og er af den sidste type. Et serligt simpelt tilstandslgst system er identitetssy-
stemet beskrevet ved input-output relationen

og det tilsvarende diskrete system
y[n] = z[n]
Et eksempel pa et system med indre tilstande er systemet beskrevet ved

n

ylnl = > =lk] (1.4)

k=—00

Dette system indeholder for en given indeksvaerdi n summen af alle inputvaerdier fra —oo
til det aktuelle indeks. Et andet eksempel er

y(t) = (t = 1),

der et system, der forsinker input én tidsenhed.

Invertibilitet og inverse systemer. Et system siges at vaere invertibelt, hvis man kan
bestemme dets input ud fra observation af output. D.v.s. at det er muligt at konstruere
et inverst system, som, hvis det sattes i serie med det oprindelige system, giver et output
z[n] som er lig det oprindelige input z[n|. Et eksempel pa et invertibelt kontinuert system
er

y(t) = 2x(t)
for hvilket det inverse system er
y(t) = Sx(t)
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Et andet eksempel er det diskrete system defineret i ligning 1.4. For dette systems ved-
kommende giver forskellen mellem to pa hinanden fglgende outputvaerdier netop den sidste
inputvaerdi. Fglgelig er det inverse system i dette tilfaelde

z[n] = y[n] —yln - 1]

Eksempler pa ikke-invertible systemer er

yln] =0

(det system der giver nul for enhvert inputsignal) og
y(t) = 2°(t)

Kausalitet. Et system siges at vaere kausalt, hvis output til ethvert tidspunkt kun af-
haenger af det nuvaerende og tidligere input. Systemet kaldes ogsa ‘ikke-anticiperende’,
fordi det ikke kan foregribe fremtidige inputvaerdier (skue ud i fremtiden). Selv om kausale
systemer er af stor betydning, kan man ogsa komme ud for at skulle operere med ikke-
kausale systemer. Et eksempel er behandling af data, som ikke kommer direkte ind i et
system, men som er lagret pa et pladelager, siledes at man kan udnytte inputvardier efter
et tidspunkt ¢y eller ¢[n] ved beregningen af output til dette tidspunkt. Ligeledes kan man
komme ud for nonkausale systemer ved billedbehandling, hvor den uafhaengige variable
ikke er tiden, men rumkoordinater. Et fysisk system, hvor den uafhaegige variable er ti-
den, modelleres derimod almindeligvis kausalt. Det giver ingen mening at modellere en
bils bevaegelse son et nonkausalt system, idet bilen jo ikke kan forudse fgrerens fremtidige
handlinger.

Stabilitet. Et system er stabilt, hvis output er begraenset, nar input er begranset. Be-
tragt f.eks. systemet

i) = 577 3 ek (15)

Antag, at input er begraenset i stgrrelse til f.eks. K. Det er da let at se, at y[n] da aldrig
kommer over K, fordi y[n] er middelvaerdien af et endeligt antal inputvaerdier. Derfor er
y[n] ogsa begraenset og systemet er dermed stabilt. Denne stabilitetsbetingelse kaldes ogsa
‘Bounded-Input Bounded-output’ (BIBO) stabilitetsreglen. Et eksempel pa et system,
der ikke er stabilt, er systemet defineret ved ligning 1.4. Dette system summerer alle
inputvaerdier og vil divergere pa begraensede inputsekvenser.

Forskydningsinvarians. FEt system er forskydningsinvariant, hvis en forskydning af in-
putsignalet giver anledning til en tilsvarende forskydning af output. For et system, hvor
input og output er givet som tidsfunktioner, er systemet tidsinvariant, hvis en tidsfor-
skydning af inputsignalet forarsager en tilsvarende forskydning af output. For eksempel,
for et diskret system, hvis y[n| er systemets svar pa z[n], vil systemet svare med y[n — a]
pa z[n — al, En tidsforskydning af inputsignalet modsvares med andre ord af en tilsva-
rende forskydning af outputsignalet. Et eksempel pa et system, der ikke er tidsinvariant,
er y[n] = nx[n]. Dette systems svar athsenger af tiden (index n).
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Linearitet. Et linesert system (kontinuert eller diskret) er et system, som virker som et
superpositionssystem: Hvis input til systemet bestar af en vaegtet sum af flere signaler, sa
er output lig superpositionen, d.v.s. den samme vagtede sum af systemets svar pa hvert
enkelt signal. Mere praecist, hvis y; (¢) er et kontinuert systems svar pa z; (t) og tilsvarende
y2(t) systemets svar pa z,(t), sa er systemet linezert, hvis

1. Svaret pa z1(t) + z2(t) er y1(t) + ya(t) -
2. Svaret pa axi(t) er ay;(t), hvor a er en vilkarlig kompleks konstant.

Den fgrste af de to egenskaber kaldes det lineare systems additivitetsegenskab. Den anden
kaldes skalerings- eller homogenitetsegenskaben. Skgnt definitionen her er givet for konti-
nuerttidssystemer, geelder en tilsvarende for diskrete systemer. Bemaerk, at et system kan
veere lineaert uden at vaere tidsinvariant; det er f.eks. tilfzeldet for systemet y[n] = nz(n],
og det kan veere tidsinvariant uden at veere lineart, som y(t) = sin[z(t)] og y(t) = z(¢).
De to egenskaber, der definerer et lineaert system, kan kombineres til én samlet egenskab,
der f.eks. for diskrete systemer lyder:

ax1[n] + bxs[n] — ayi[n] + bya[n]

hvor pilen — laeses “giver outputtet” og hvor a og b er vilkarlige komplekse konstanter.
Tilsvarende for et vilkarligt antal superponerede signaler

zln] = Z arzr[n] — y[n| = Z aryr[n]

Linezre systemer har en anden vigtig egenskab, nemlig at nulinput giver nuloutput. For
eksempel, hvis z[n| — y[n| sa giver skaleringsegenskaben

0=0-z[n]—0-yn =0

Systemet
y[n] = 2z[n] + 3 (1.6)

er ikke linesert, idet y[n] = 3 for z[n| = 0. Dette kan synes overraskende, da ligning (1.6)
er en linezr ligning, men systemet overholder ikke nul-ind/nul-ud egenskaben for linezre
systemer.

1.4 Signaldekomposition og foldning

Man kan benytte superpositionsprincippet til at finde et vilkarligt LFI-systems svar pa
et givet indgangssignal. Metoden er, at opsplitte (dekomponere) inputsignalet i en raekke
elementarsignaler af en sadan karakter, at man let kan bestemme systemets svar pa dem.
Et vigtigt elementarsignal er deltafunktionen §. Fgrst betragtes deltafunktionen () for
kontinuerte systemer.
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Kontinuerte systemer: deltafunktionen. Dirac’s ‘delta funktion’ §(¢) er egentlig ikke
en funktion, men tilhgrer klassen af ‘generaliserede funktioner’, som har egenskaben

/ 5(t)z(t)dt = z(0) (1.7)
for ethvert passende kontinuert signal z(¢). Ingen saedvanlig funktion har egenskaben (1.7),
men man kan forestille sig en fglge af funktioner, som har stadig hgjere og smallere toppe
for ¢ = 0, medens arealet under kurven forbliver 1, samtidig med at funktionens vaerdi
gar mod 0 i ethvert punkt, undtagen for ¢ = 0, hvor den gar mod uendelig. I graensen vil
denne funktionsfglge da have de omtalte egenskaber.

Et eksempel pa en funktionsfglge med disse egenskaber er 6, (t) = \/ge’”tz, der defi-

nerer en generaliseret funktion §(¢) saledes at

/ 7 5(t)a(t)dt = 2(0) (1.8)

— 00

Figur 1.9 viser eksempler pa funktioner i funktionsfglgen, der bruges til at definere
o(t)

Det er ogsa muligt at ‘differentiere’ §(¢), hvorved man far en funktion 6’(¢) med egen-
skaben © ©
/ 5 (t)a(t)dt = — / 5(1)z' (t)dt = —'(0) (1.9)

for enhver kontinuert differentiabel funktion x(t). Opforsel som (1.9) kan som fgr fas som
graensen af en funktionsfglge. For eksempel de afledte funktioner fra den fglge, der bruges
til at repraesentere J(t); disse er grafisk vist pa figur 1.10

Man kan tilsvarende integrere §(¢). Idet det lgbende integral (det bestemte integral,
hvis gvre graense er t) betegnes u(t) finder man:

u(t) = | " S(r)dr, (1.10)

—0o0

der betegnes Heavisides enhedstrinfunktion (the unit step function) givet ved

0, t<0
u(t) = ¢ udefineret , ¢t =0 (1.11)
1, t>0

Bemeerk, at der er en diskontinuitet for ¢ = 0. Igen vil vi her betragte enhedstrinfunk-
tionen som resultatet af en graenseovergang for n — oo ved

w(t) = lim un(t) = lim [ 6u(r)dr, (1.12)

n—oo n—oo —0

un(t) er vist pa figur 1.11 for n = 4,20 og 100. Hvis man gnsker en matematisk rigoristisk
fremstilling af teorien for deltafunktioner, henvises til: M.J. Lighthill: Fourier Analysis and
Generalised Functions, Cambridge University Press 1958.
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x(t)

Figur 1.9: Funktioner i funktionsfglgen d,,(¢), der kan bruges til at definere deltafunktionen
d(t) med vist for n = 100, 20 og 4. Jo stgrre n, desto smallere og hgjere impuls.

Da arealet af impulsen §(7) er koncentreret ved 7 = 0, er det lgbende integral 0 for
t < 0og1 fort > 0. Desuden kan sammenhzngen i ligning (1.10) mellem enhedsimpulsen
og enhedstrinnet skrives pa en anden form ved variabelsubstitutionen o =t — 7:

u(t) = /_;(S(T)dT _ /:5(1; ~0)(~do) = [ 5(t - o)do (1.13)

I dette tilfaelde er arealet af 6(7 — o) koncentreret i punktet o = ¢, siledes at integralet
som fgr er 0 for t <0 og 1 for ¢ > 0.

Skgnt denne gennemgang af enhedsimpulsen er uformel, er den tilstraekkelig for vort
nuvarende formal og tjener til at give intuition vedrgrende dette signals egenskaber. For
eksempel er det vigtigt at betragte produktet af en impulsfunktion og en ‘pzen’ kon-
tinuerttidsfunktion. Fortolkningen af produktet kan baseres pa definitionen af 6(¢) som

14



(1)

Figur 1.10: Funktionsfplgen 0/ (¢) (de afledte af dn(t)) for n = 100, 20, og 4

d(t) = limy, 00 0, (¢), d.v.s. man betragter x;(t) givet ved
z1(t) = z(t)0, (1) (1.14)

For et tilstraekkeligt stort n, saledes at x(t) tilnsermelsesvis er konstant over det interval,
hvor 0, (t) er ‘veesentlig forskellig fra nul’, er

z(t)0n(t) ~ z(0)6n(t) (1.15)

d(t) er graensevaerdien for §,(t) nar n — oo. I grensen er impulsen ‘uendelig smal’ og
‘uendelig hgj’, men bevarer arealet 1. Et integral af produktet af §(¢) og en funktion z(¢),
vil, nar integrationen inkluderer ¢t = 0, give funktionsvaerdien af z(t) for t = 0, d.v.s.

/ T 2(08(1)dt = 2(0). (1.16)



25 o o T j

x(t)

05 é é é
1 0. :

Figur 1.11: Det Ipbende integral u,(t) af funktionsfglgen 6, (¢) for n = 4,n = 20 og n = 100
vist ovenfra og nedefter. Bemzerk, at u,, naermer sig enhedstrinfunktionen for n +— oo

Deltafunktionens egenskaber kan illustreres ved en udregning af integralet af ¢, () og
af 6, (t) cos(t). I tabel 1.1 er vist en beregning af disse integraler udregnet fra -1 til 1 med
en inddeling pa 200 punkter ved hjalp af Simson’s formel. Man ser, at for n = 100 naermer
J cos(t)d,(t)dt sig til den sande veerdi 1.

Et tilsvarende udtryk fas for en impuls koncentreret i et vilkarligt andet punkt, f.eks.
t(). D.vs.

/ " 2(08(t — to)dt = x(to), (1.17)

safremt integrationen straekker sig hen over ¢t = t;. Et numerisk eksempel udregnet ved
hjaelp af tilnsermelsen d109(¢): cos(0.5) = 0.8776. Ved integration findes [ cos(t)d1oo(t —
0.5)dt = 0.8754.

Man har altsa

z(t) = / 2(7)8(t — 7)dr. (1.18)



[ 6 (t)dt | [ cos(t) - 6,(t)dt
n=4 [0.9953 0.9373
n =20 | 1.0000 0.9876
n = 100 | 1.0000 0.9975

Tabel 1.1: Illustration af integration af produkt af en tilnsermelse til deltafunktionen og
en differentiabel funktion (cos(t))

Enhedsimpulsen i positionen 7 = ¢ har derfor egenskaben, at den under integration plukker
funktionsvaerdien af x(7) ud for 7 = ¢. Ligning (1.18) definerer det, der kaldes kontinuert-
tids deltafunktionens si-egenskab (engl.: sifting property).

Man kan ogsa intuitivt teenke pa ligning (1.18) som definerende z(¢) som en “sum” af
vaegtede forskudte impulser, hvor impulsen 6(¢ — 7) har vaegten x(7)dr.

I almindelighed, hvis et systems svar pa en deltaimpuls til tidspunktet 7 er h.(t) som
skal vaegtes med inputsignalet til tiden ¢, x(t), er systemets svar

o0
y(®) = [ a(n)h-(0)dr. (1.19)
—0o0

Med denne fortolkning repraesenterer ligning (1.19) simpelthen superpositionen af svarene
pa hver af disse input, og, pa grund af lineariteten er vaegten af svaret pa den forskudte
impuls 0(t — 7) z(7)dr. Ligningen (1.19) repraesenterer den generelle form for et linesert
kontinuerttidssystems svar. Hvis systemet ud over at vere linezrt ogsa er tidsinvariant
(eller i almindelighed, forskydningsinvariant) sa er h.(t) = ho(t — 7), og hvis index 0
bortkastes og vi definerer systemets enhedsimpulssvar som

h(t) = ho(t) (1.20)
bliver ligning (1.19) .
y(t) = /Oo 2(T)h(t — 7)dr. (1.21)

Denne vigtige ligning benaevnes foldningsintegralet eller superpositionsintegralet og defi-
nerer et kontinuerttidssystems svar ud fra dets svar pa en enhedsimpuls. Foldningen af de
to signaler x(t) og h(t) skrives symbolsk saledes

y(t) = z * h(t) (1.22)

Diskrete systemer: deltafunktionen. Analogien til trinfunktionen i kontinuerte sy-
stemer er det diskrete enhedstrinnet, der betegnes u[n] og defineres ved

0, n<0
uln] = { 1 >0 (1.23)
Et andet vigtigt diskret signal er enhedsimpulsen defineret ved
] 0, n#0
d[n] = { 1 n=0 (1.24)
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Den diskrete enhedsimpulse har mange egenskaber, der ligner egenskaber ved den konti-
nuerte enhedsimpuls. For eksempel idet ¢[n] kun er forskellig fra nul (og lig 1) for n = 0.
Det ses umiddelbart, at

z[n]o[n] = z[0]d[n] (1.25)

Ligesom den kontinuerte impuls er den fgrste afledede af det kontinuerte enhedstrinnet,
sa er den diskrete impulsen fgrstedifferensen af det diskrete trin

d[n] = uln] —uln — 1] (1.26)

Svarende til, at det kontinuerte enhedstrin er det lgbende integral af §(¢), er det diskrete
enhedstrin den lgbende sum af enhedsimpulsen:

afnl = Y dm) (1.27)

m=—0o0

Foldningssummen. Hvis man betragter et diskret linesert system og et vilkarligt input
x[n] til systemet, kan man udtrykke z[n| som en linearkombination af forskudte diskrete

enhedsimpulser:

zln] = > z[k]d[n — k] (1.28)
k=—00
Ved at anvende linezre systemers superpositionsegenskab kan output y[n| skrives som
en linearkombination af systemets svar pa forskudte enhedsimpulser. Hvis hy er systemets
svar pa den forskudte enhedsimpuls §[n— k], kan systemts svar pa en vilkarlig inputsekvens
udtrykkes som

o0

yln] = > x[klhx[n] (1.29)
k=—00
Hvis man saledes kender et linesert systems svar pa en mangde af forskudte enhedsim-
pulser, kan man konstruere svaret pa et vilkarligt input. I almindelighed behgver svarene
hi[n] ikke at vaere indbyrdes relaterede for forskellige k-veerdier. Hvis systemet imidlertid
ogsa er forskydningsinvariant, sa er

haln] = holn — k] (1.30)

Da 6[n — k| er en forskudt udgave af §[n|, er svaret hi[n| en forskudt udgave af ho[n]. Af
bekvemmelighedsgrunde bortkastes index 0, og man definerer systemets enhedsimpulssvar
h[n] som

hin] = hy[n] (1.31)

(d.v.s. d[n] — h[n]). For et LSI system bliver 1.29 derfor

(e 9]

ylnl = > z[klhln — K] (1.32)

k=—o00

Dette resultat kaldes foldningssummen eller superpositionssummen, og operationen pa
hgjresiden benaevnes foldningen af talfglgerne z[n] og h[n], som symbolsk skrives z * h[n].
Bemaerk, at ligning 1.32 udtrykker et diskret LSI-systems svar pa et vilkarligt inputsignal
ved hjalp af dets impulssvar.
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Regneregler for foldningsintegral og foldningssum. Der galder fglgende regnereg-
ler for foldningssummer:

1. Foldning er kommutativ:

x * h[n] = h x x[n] (1.33)
2. Foldning er associativ:

x * (hy * ho[n]) = (z * hy) * ha[n| (1.34)
3. Foldning er distributiv over addition:
x % (hy + he) = x * hy[n] +  * hy[n] (1.35)

og folgende regneregler for foldningsintegraler:

1. Foldning er kommutativ:
x *h(t) =hx*xx(t) (1.36)

2. Foldning er associativ:

x * (hy * ho(t)) = (x % hy) * ho(t) (1.37)
3. Foldning er distributiv over addition:

Disse regler vises let ved brug af definitionen for foldningssummen og foldningsintegra-
let.

1.5 Opgaver

1. Find den lige og den ulige del af signalet z(¢t) = e 'u(t). Vis, at den lige del er en

lige funktion, og at den ulige del er en ulige funktion. Skitser den lige og den ulige
del.

2. Et kontinuerttids LFI-system har enhedsimpulssvaret h(t) = u(t). Hvad bliver out-
putsignalet svarende til inputsignalet z(t) = e~ *u(t), hvor a > 0 ?

3. Betragt et diskrettids LFI-system med enhedsimpulssvaret h[n| = u[n|. Hvad er
systemets svar pa inputsignalet z[n] = a™u[n], hvor « er reel og 0 < o < 1 ? Skitser
outputsignalets udseende.

4. Betragt talfglgerne

1, 0<n<4
zln] = { 0, ellers (1.39)
0og
a”, 0<n<6
hmk‘{m ellers (1.40)

Hvad bliver resultatet af foldningen x * h[n| ?
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Kapitel 2

Fourieranalyse og sampling

2.1 Indledning

I dette kapitel vises, hvorledes det er muligt at handtere kontinuert varierende stgrrelser
ved hjxlp af processer pa diskrete stgrrelser, saledes at man kan analysere og omforme
kontinuerte signaler ved hjalp af en datamaskine. Denne teori giver baggrunden for at
forsta, hvorledes man kan behandle lyd- og billedsignaler pa digital form, og er derfor af
stor betydning ved moderne informationsbearbejdning. Den helt grundlaeggende saetning
er samplingssetningen, som lgst sagt siger, at det er muligt at gendanne et bandbegraenset
signal uden informationstab, hvis det samples med en frekvens, der er stgrre end to gange
den hgjeste frekvens, der optraeder i signalet. Et bandbegranset signal er et signal med et
begrenset frekvensband, d.v.s. det har en hgjeste og en laveste frekvens.

Vi begynder nu at tale om frekvenser, og derfor ma vi have et redskab til analyse
og karakterisering af frekvenser i signaler. Til dette formal bruges Fourieranalyse, og vi
skal derfor fgrst betragte Fourieranalyse, fgr vi ser pa sampling. Fgrst vil vi undersgge
fremstilling af periodiske signaler ved hjalp af Fourierrekker.

2.2 Fourierraekker

Ved undersggelse af linezre forskydningsinvariante systemer kan man med fordel benytte
en opsplitning af signaler i basissignaler, der har fglgende to egenskaber:

1. Mangden af basissignaler kan bruges til at konstruere en omfattende og brugbar
klasse af signaler.

2. LFI systemets svar pa de enkelte basissignaler er sa simpel, at man far en bekvem
fremstilling af systemets svar pa ethvert signal, der kan konstrueres som linearkom-
bination af basissignalerne.

For kontinuerte LFI systemer opfylder maengden af komplekse eksponentialfunktioner e,
hvor s er et komplekst tal, disse betingelser. De komplekse eksponentialfunktioner har den
egenskab, at et LFI systems svar pa et kompleks eksponential inputsignal er det samme
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komplekse eksponentialsignal, blot med en zndring i amplituden, d.v.s.
e s H(s)e™, (2.1)

hvor den komplekse amplitudefaktor H (s) i almindelighed er en funktion af den komplekse
variable s. Dette ses ved at betragte et LFI-system med impulssvaret h(t). For et input
z(t) kan vi bestemme output ved hjalp af foldningsintegralet (ligning (1.21)).

y®) = [ h(r)a(t - r)dr (2.2)

— o0

Med input z(t) = e* fas

y(t) = /°° h(r)a(t — 7)dr = /°°

—0o0 —00

hr)etdr = e [ T h(r)eTdr = H(s)e®, (2.3)

—0oQ0

hvor H(s) er en kompleks konstant, hvis vaerdi afhaenger af s, og som kan bestemmes fra
systemets impulssvar ved

His) = [ " h(r)e T dr (2.4)

—00
Verdien af at kunne dekomponere mere generelle signaler i komplekse eksponential-
funktioner kan ses ved et eksempel. Lad z(t) veere en linearkombination af tre komplekse
eksponentialfunktioner, d.v.s:

z(t) = are®'’ + aze® + aze®™ (2.5)

0g

are®t — a H(s)es?
a1’ —  ayH(sy)e™?

a1’ +—  azH(s3)e

Ved anvendelse af superpositionsprincippet fra afsnit (1.3) ses, at systemets svar pa sum-
men af inputsignalerne bliver summen af enkeltsvarene, d.v.s.

y(t) = a1 H(s1)e®" + agH (s2)e®" + azH (s3)e’" (2.6)

I almindelighed haves
Zakeskt — ZakH(sk)eskt (2.7)
k k

Betragt nu to grundlaeggende periodiske signaler, nemlig cosinusfunktionen coswyt og
det periodiske komplekse eksponentialsignal x(t) = e*“°!. Begge disse signaler er perio-
diske med grundfrekvensen (vinkelfrekvensen) wy = 27 fy og grundperioden Ty = 27 /wy.
Sammen med signalet z(t) = e™°! kan vi betragte dets harmoniske

dp(t) = e*ot =0, +1,42,... (2.8)
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Da hvert af de indgaende signaler har en grundfrekvens, der er et multiplum af wy og
derfor er periodisk med perioden Ty, sa er en linearkombination af harmoniske komplekse
eksponentialfunktioner af formen

z(t) = Jio ekt (2.9)

k=—00

ogsa periodisk med perioden 7j. I denne ligning benavnes leddet, man far for £ = 0,
konstantleddet eller dec — leddet (dc= direct current = jeevnstrgm). De to led, der fas for
k = +1o0g k = —1, har en grundperiode lig T og benavnes grundkomponenterne eller den
forste harmoniske. Tilsvarende kaldes de to led for £ = +2 og k = —2 , som er periodiske
med den dobbelte frekvens (eller den halve periode), den anden harmoniske komponent
0.8.V.

Fremstillingen af et periodisk signal ved ligning (2.9) kaldes dets Fourierrekkefremstil-
ling.

Hvis man ved, at et signal kan fremstilles ved en Fourierrackkefremstilling (2.9), er
problemet, hvorledes man bestemmer koefficienterne a;. Ved at multiplicere begge sider
af ligning (2.9) med e~"°! fags

4
x(t)e—inamt — Zoo akeikate—inwot (210)

k=—00

og ved integration af begge sider fra 0 til Ty = 27 /wy fas
To . To Too . .
/ z(t)e "oldt = / D agetote oty (2.11)
0 (I

Ty er grundperioden for z(t) og derfor integreres over én periode. Hvis det vides, at rackken
er konvergent (dette spgrgsmal diskuteres senere), sa kan man ombytte integration og
summation, d.v.s.

Ty . I To .
/ z(t)e™™ 0t = > ay [/ ez(k_")“’otdt] (2.12)
0 0

k=—o00

Udregning af integralet i skarp parentes kan ske ved anvendelse af Euler’s formel:
To . To To
/ gilh—m)wot gy — / [cos(k — n)wot]dt + i / [sin(k — n)wot]dt (2.13)
0 0 0

For k£ # n er cos(k — n)wot og sin(k — n)wyt periodiske trigonometriske funktioner med
grundperioden Ty/|k — n|. I ligningen integreres over et interval (af leengden Tj) som
er et helt antal perioder for disse signaler. Da integralet svarer til at male det samlede
areal under disse funktioner i det givne interval, ses, at for k£ # n er begge integraler pa
hgjresiden 0. For k¥ = n er integranden pa venstresiden e’ = 1 og derfor bliver integralet
lig Tp. Derfor er

To . Ty, fork=n
i(k—n)wot 14 05
/0 e dt {0’ for o 2 (2.14)
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og folgelig reduceres hgjresiden af ligning (2.12) til Tya,,. Derfor er

1

Qp = —
Ty

To .
/0 o(t)e oty (2.15)
hvilket er den sggte ligning til bestemmelse af koefficienterne. Vi integrerede over inter-
vallet [0,75] men, pa grund af signalernes periodicitet, er det ligegyldigt hvilket interval
af leengden Ty vi integrerer over. Lader vi [r, betegne integration over et vilkdrligt interval
af leengden 7} haves

. Ty, fork=n
i(k—n)wot _ 0
/Toe dt—{ 0 fou £ (2.16)

Vi har derfor resultatet: Hvis z(¢) har en Fourierraekkefremstillling, d.v.s. hvis z(¢) kan

udtrykkes som en linearkombination af harmoniske komplekse eksponentialfunktioner, sa
er signalets Fourierraekkefremstilling

+00 .
z(t)= Y ape™, (2.17)

k=—00
hvor koefficienterne a, er givet ved

1

To .
= / z(t)e ™ot dt (2.18)
T() 0

Qnp,
Ligning (2.17) kaldes ofte synteseligningen og ligning (2.18) for analyseligningen. Koeffi-
cienterne {a,} kaldes for z(t)’s Fourierrekkekoefficienter eller spektralkoefficienter. Disse

komplekse koefficienter maler den del af signalet z(¢), der er i hver harmoniske. Koeffici-
enten qg er dc- eller konstantleddet af x(t) og er

1

ayg = —
Ty

/T 2(t)dt (2.19)

Eksempel. Det periodiske firkantsignal vist pa figur 2.1 og defineret over en periode
som

z(t) = (2.20)
er periodisk med grundperioden T, og grundfrekvensen wy = 27 /Tj. Fourierkoefficienterne
for x(t) bestemmes ved hjalp af ligning (2.18). Pa grund af z(¢)’s symmetri omkring ¢t = 0
er det mest bekvemt at valge at integrere over intervallet —7/2 <t < T,/2. Man finder

1, |t| <Ti
0, Ti<l|t|<D

1 Ty 2T1
= — dt = — 2.21
o T() /—T1 T() ( )
For k # 0 findes
1 /Tl —ikqutdt |: 1 —tkwot & (2 22)
= — e = |—F——~6€ .
@k TO -T1 ikaTo -7
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Figur 2.1: Periodisk firkantsignal

Dette kan omskrives saledes

(2.23)

2 eikaJoTl _ e—ikonl
Qg

- kaTO 21
Idet leddet indenfor den skarpe parantes er sin kwy77 kan koefficienterne a; udtrykkes som

2sin(kwoTy)  sin(kwoT)
= = k#0 2.24
Gy, kaTO kT ) 7é ) ( )

idet woTy = 2m. Grafisk fremstilling af Fourierraekkekoefficienterne for dette eksempel for
fast veerdi af T) og forskellige vaerdier af T er vist pa figur 2.2. For Ty = 4T; er z(t) en
symmetrisk firkantbglge (d.v.s. som er 1 for halvdelen af perioden og 0 for resten). Da er
woTh = 7/2 og fra ligning (2.24)

in(mk/2
ap = % k#0 (2.25)
og fra ligning (2.21)
1

Fra ligning (2.25) ses at ax = 0 for &k lige. Desuden svinger sin(7wk/2) mellem +1 for en
folge af ulige vaerdier af k. Derfor er

1
a = a_1= —
m
1
e
1
b = 4=
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Figur 2.2: Fourierraekkekoefficienter

I dette eksempel er Fourierkoefficienterne reele og derfor kan de afbildes med en enkelt graf.
I almindelighed er Fourierkoefficienterne dog komplekse og der er derfor ngdvendigt med to
grafer, svarende til real- og imaginzervardien eller magnituden og fasen for koefficienterne.

Fourierraekkens konvergens. z(t) skal opfylde Dirichets betingelse, d.v.s. den periodi-
ske funktion skal vaere af begrenset variation i omegnen af et punkt. Dette er tilstrackkeligt
til at sikre, at funktionens Fourierrackke konvergerer punktvis til middelvaerdien af funktio-
nens graenser fra hgjre og fra venstre. Hvis funktionen er kontinuert i punktet, da til dens
funktionsveerdi i punktet. Begraenset variation er den egenskab ved en reel funktion z(t)
at dens variation er begraenset. Den kan udtrykkes som differensen mellem to monotone,
ikke aftagende funktioner.

Den totale variation. En funktions totale variation er et mal for, hvor meget den
svinger:

Vh(a, b) = sup{2|h(tz+1) — h(tz)l} (227)

over alle inddelinger af intervallet [a,b]. Den totale variation er er endelig hvis og kun
hvis funktionen er af begranset variation i intervallet. Hvis funktionen dekomponeres som
f — g, hvor f og g er monotont voksende, ved at satte

2f(t) = Vi(a,t) + h(t) — h(a)
29(t) = Vip(a,t) — h(t) + h(a)

for ¢t mellem a og b, sa er den totale variation mellem a og b lig f(a) + g(b).
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2.3 Fouriertransformationen

Fra matematik (og fysik) vides, at den Fouriertransformerede X (w) = F(z(t)) er defineret
ved

X(w) = / ()~ tdt, (2.28)
hvor w = 27 f = 2?” er vinkelfrekvensen, hvis f er frekvensen og T periodetiden og ¢ er

v—1.
Ud fra et signal z(t¢)’s Fouriertransformerede X (w) kan vi gendanne det oprindelige
signal ved den inverse Fouriertransformation:

z(t) = % /oo X (w)e*tdw, (2.29)
2.3.1 Forskydningsreglen
Hvis
z(t) & X (w)
sa er
X(t—ty) & e ™0 X (w) (2.30)

Dette kaldes forskydningsreglen. For at vise denne betragtes
Fla(t —ty)} = / 2t — to)e~“dt (2.31)
Ved substitutionen o = ¢t — ¢, fas

Fla(t - t)} = / emw(o+0) g — =910 X (1) (2.32)

2.3.2 Foldningsreglen

En af Fouriertransformationens vigtigste egenskaber er dens sammenhaeng med foldnings-
operationen. For at udlede denne sammenhang betragtes et LFI system med impulssvaret
h(t), output y(t) og input x(t), saledes at

y(t) = / Y 2 ()h(t — )dr (2.33)

—0o0

For den Fouriertransformerede Y (w) af y(t) findes

Y(w) =Fy@)} = / / h(t —7)dr]e™""dt (2.34)
Ved ombytning af integrationsraekkefglgen, og idet z(7) ikke athsenger af ¢ fas
viw)= [ () [ |7 e —r)e tat] ar (2.35)
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Ud fra forskydningsegenskaben er leddet i skarp parentes lig e 7 H (w). Ved indszttelse
af dette i ovenstaende ligning findes

Y(w) = [ : 2(r)e “TH(w)dr = H(w) 1 Zx(T)ewdT (2.36)
Dette integral er F{z(£)}, d.v.s.
Y(w) = H(w)X(w) (2.37)
Hermed har vi udledt foldningsreglen
y(t) = hxz(t) & Y(w) = Hw)X (w) (2.38)

2.3.3 Dualitetsreglen

Der er en vis symmetri mellem Fouriertransformationen (ligning 2.28) og den inverse
Fouriertransformation (ligning 2.29). Denne symmetri er baggrunden for en egenskab ved
Fouriertransformationen kendt som dualitetsreglen. Betragt to funktioner som er indbyrdes
relaterede via integraludtrykket

Flu) = /  g(0)e ™ dv (2.39)

—00

Ved at sammenligne ligning 2.39 med Fourier analyse og synteseligningerne (ligning 2.28
0g 2.29) ses, at med u = w og v =1 er

flw) =F{g(®)} (2.40)

medens med u =% og v = w er

1
9(=w) = 5 F{f()} (2.41)
T
Derfor, hvis der er givet et Fourier transformationspar for tidsfunktionen g(t)

9(t) & fw) (2.42)

og herefter betragter funktionen f(¢) som funktion af tiden, sa er dens Fouriertransforma-
tionspar
F(t) & 2mg(—w) (2.43)

Dette resultat kan bruges til at ‘oversaette’ regler fra tidsdomanet til frekvensdomaenet og
omvendt. F.eks. som den efterfglgende regel.
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2.3.4 Modulationsreglen

Modulationsreglen kan direkte afledes fra foldningsreglen ved brug af dualitetsreglen. Fold-
ningsreglen lyder
y(t) = hxz(t) & Y(w) = Hw)X (w) (2.44)

Foldningsreglem fastslar, at foldning i tidsdomaenet svarer til multiplikation i frekvensdo-
manet. Pa grund af dualiteten mellem tids- og frekvensdomanet ma man forvente, at den
duale egenskab ogsa galder, d.v.s. at multiplikation i tidsdomaenet svarer til foldning i
frekvensdomenet. Ved brug af dualitetsreglen fas
1
t(t) = s(t)p(t) 5 R(w) = 2—[5’ * P(w)] (2.45)
T
Multiplikation af et signal med et andet benzevnes amplitudemodulation og reglen kaldes
derfor modulationsreglen.

2.3.5 Fouriertransformationen af periodiske signaler

Nu ¢nskes Fouriertransformationen af et periodisk signal. Som man vil kunne se, kan
man konstruere Fouriertransformationen af et sadant signal direkte fra dets Fourierrack-
kefremstilling. Den Fouriertransformerede af et periodisk signal bestar af et impulstog i
frekvensspektret (et liniespektrum), hvor impulsernes arealer er proportionale med Fouri-
errekkekoefficienterne. Dette er en meget vigtig fremstilling, idet den letter anvendelsen
af Fourieranalyseteknikkerne pa samplingsproblemet.

For at antyde det generelle resultet betragtes et signal x(¢) med den Fouriertransfor-
merede X (w) i form af en enkelt impuls med arealet 27 ved frekvensen w = wy, d.v.s

X(w) =216 (w — wp) (2.46)

For at finde det signal z(¢) for hvilket X (w) er den Fouriertransformede anvendes den
inverse Fouriertransformation (ligning (2.29)), hvorved fas
z(t) = —/ 216 (w — wp)e“tdw = et (2.47)

21 J -0

Mere generelt, hvis X (w) er en linearkombination af impulser med ens afstand i frekvens-
doménet (et liniespektrum), d.v.s.

+0o0
Xw)= > 2mard(w — kwy) (2.48)
k=—00
giver anvendelse af ligning (2.29)
+0o )
o(t)= Y ape™ (2.49)
k=—00

Det ses, at dette resultat svarer til Fourierraekkefremstillingen af et periodisk signal, som

givet i ligning (2.17). Det vil sige at den Fouriertransformerede af et periodisk signal med
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Figur 2.3: Tre forskellige kontinuerte signaler med samme samplevardier

Fourierkoefficienterne {ay} er et liniespektrum svarende til harmoniske frekvenser, hvor
arealet af impulsen for den £’te harmoniske frekvens kwy er 2w gange den k’'te Fourierrak-
kekoefficient ay.

Et signal, som benyttes i analysen af samplingssatningen, er givet ved

w(t)= S 6(t—kT) (2.50)

Dette signal er periodisk med grundperioden T. For at finde den Fouriertransformerede af
dette signal beregnes dets Fourierraekkekoefficienter

_ 2 / " 5(t)etrotdt = ! (2.51)
WET |, T T '
Ved indsaetning i ligning 2.48 fas
21 & 2rk
X = — i 2.52
(W) T lc:z—ood (w T ) ( )

d.v.s. den Fouriertransformerede af et impulstog i tidsdomanet er en raekke impulser i
frekvensdomaenet. Nar afstanden mellem impulserne i tidsdomanet (d.v.s. perioden) bliver
laengere, bliver afstanden mellem impulserne i frekvensdomaenet (d.v.s. grundfrekvensen)
kortere.

2.4 Samplingsssetningen

I almindelighed vil man ikke kunne forvente, at et signal pa éntydig made ville kunne
rekonstrueres ud fra dets samplevardier. For eksempel ses pa figur 2.3 tre forskellige kon-
tinuerte signaler, der alle har samme funktionsvaerdier for hele multipla af 7', d.v.s.

21(kT) = 2o (kT) = z3(kT)

Der vil normalt vaere en uendelighed af signaler, der kan passe til en forelagt maengde
af sampleveerdier. Men hvis et signal er bandbegrenset, og hvis samplevaerdierne tages
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tilstraekkelig taet i forhold til den hgjeste frekvens, der findes i signalet, sa vil samplevaer-
dierne éntydigt definere signalet og det er muligt at rekonstruere det perfekt (d.v.s. uden
informationstab).

Lad os definere et impulstog p(t), som er vores samplingsfunktion. p(t) bestar af en
raekke deltafunktioner, saledes defineret, at afstanden mellem de enkelte deltaimpulser er
T. Samplingsfrekvensen er da w; = 27 /7. I tidsdomaenet haves

2, () = 2(D)p(t) (2.53)
hvor -
> 6(t—nT) (2.54)

x,(t) er et impulstog, hvor impulsernes verdi (areal under integration) er lig stikprgvevaerdierne
af z(t) med afstanden 7', d.v.s.

z,(t) = Y x(nT)é(t — nT) (2.55)
og fra modulationsreglen
1
X, (@) = 5 [X * P@)] (2.56)
og, idet den Fouriertransformerede P(w) af impulstoget p(t) er
1 o
= Z §(w — kwy), (2.57)

er

— Z (w — kws) (2.58)

k——oo

Det vil sige, at X,(w), frekvensspektret for den samplede funktion, bestar af en rackke
forskudte kopier af X (w) skaleret med 1/7" som vist pa figur 2.4. Lad nu wj; betegne den
hgjeste frekvens, der forekommer i signalet. Pa figur 2.4 (¢) er wy < (ws — wpyr) d.ves.
ws > 2wy og folgelig er der ingen overlapning af de forskudte kopier af X (w). Pa figur
2.4(d), hvor w, < 2wy er der overlapning. For tilfaeldet vist pa figur (c¢) bliver X (w) korrekt
gengivet, for hele multipla af wy. Derfor, hvis ws > 2wy, kan z(t) genskabes eksakt ud fra
den samplede funktion z,(t) ved at fjerne frekvenser over w,, hvor wy < w, < ws — war,
som vist pa figur 2.5. Dette grundlaeggende resultat, der betegnes samplingssatningen kan
formuleres saledes:

Huis x(t) er et bandbegrenset signal med X (w) = 0 for |w| > wyr, sd er z(t)
éntydigt bestemt ved dets sampleverdier x(nt),n = 0,+1,+2,... hvis sam-
plingfrekvensen ws > 2wy, hvor ws = 27/ T.

Hvis altsa samplepunkterne ligger tilstraekkelig taet, sa kan det samplede signal gen-
dannes eksakt, d.v.s. der er muligt at interpolere mellem samplevardierne, saledes at vi
far det oprindelige signal igen. Interpolationen skal ske med sin(7t)/mt-funktioner. For at
indse det betragtes det impulssvar h(t), hvis Fouriertransformerede er
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X(w)

Figur 2.4: Frekvensspektret for den samplede funktion
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Figur 2.5: Filtreret signal
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x(t)

{a)

X{ew)

(b}

Figur 2.6: Fouriertransformationspar for bandbegranset signal

T, w] < w,
H(w) = { 0 ol > (2.59)
Ved brug af den inverse Fouriertransformation (ligning (2.29) findes z(¢):
T (e i ct c . c
h(t) = —/ ety = T2 — 7% gine (w_) , (2.60)
2 J—we it m T

som er vist pa figur 2.6. For funktionene sin(nt) /7t bruges ofte betegnelsen sinc funktionen.
Det rekonstruerede signal z,(t) fis ved linearkombination af impulssvar pa z, (det
samplede signal), d.v.s.

2o (t) = nioox(nT)T%sinc <M> . (2.61)

Interpolationen er vist pa figur 2.7.

2.4.1 Opgaver

1. Find Fourierraekkefremstillingen for z(¢) = sin wyt

2. Bestem og skitser den Fouriertransformerede X (w) af signalet z(t) = e~ hvor
a > 0.

3. Bestem den Fouriertransformerede af enhedsimpulsen z(t) = 6(%).
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Figur 2.7: Ideel bandbegraenset interpolation ved hjeelp af sinc-funktionen.
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4. Find og skitsér den Fouriertransformerede X (w) af firkantsignalet

N 1, |t‘ < T1
(t) = { N (2.62)

5. To tidsfunktioner z;(t) og x2(t) multipliceres og deres produkt w(t) samples med et
periodisk impulstog. z;(t) er bandbegranset til w; og x5(t) er bandbegraenset til ws.
Find det stgrste sampleinterval T', saledes at w(t) kan gendannes ud fra det samplede
signal w,(t) ved hjelp af et ideelt lavpasfilter.
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Kapitel 3

Den diskrete Fouriertransformation

3.1 Diskrete komplekse eksponentialfunktioner

Ligesom for kontinuerte signalers vedkommende kan man definere et komplekst eksponen-
tialsignal eller kompleks eksponentialfolge ved

zln] = Ca” (3.1)

hvor C og « i almindelighed er komplekse tal.

Hvis C og « er reelle vil signalerne se ud som vist pa figur 3.1. Hvis || > 1, vil signalet
vokse eksponentielt, og hvis || < 1 vil signalet aftage eksponentielt. Hvis « er positiv, vil
alle vaerdier af C'o™ have samme fortegn, men hvis « er negativ, vil z[n]’s fortegn skifte.
Hvis a = 1 er z[n] konstant, mens hvis « = —1 vil z[n] skifte mellem +C og —C. Reelle
diskrete talfglger bruges ofte til at beskrive befolkningsvackst eller kapitalvackst.

Hvis eksponenten er rent imaginzer kan x[n] skrives

z[n] = ", (3.2)
hvor 7 = v/—1 og ) reel. Dette signal er naert beslaegtet med signalet
z[n] = Acos(Qon + ¢) (3.3)

Dersom n er dimensionslgs, har bade €y og ¢ enheden radianer. Eksempler pa sddanne
fglger er vist pa figur 3.2. Eulers ligning giver sammenhangen mellem komplekse ekspo-
nentialfunktioner og de trigonometriske funktioner:

"1™ = cos Qn + 4 sin Qyn (3.4)
0g
A . A ..
Acos(Qon + ¢) = 5ez¢emon + 5efz¢efmon (3.5)

Et generelt diskret kompleks eksponentialsignal kan skrives som et produkt af reelle sig-
naler og sinussignaler og nogle eksempler pa sadanne er vist pa figur 3.3
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Figur 3.1: Diskrete eksponentialfunktioner z[n| = ", hvor C og « er reele tal.

X[n]=cos(2*pi*n/12) x[n]=cos(8*pi*n/31)
1 1

5 R
b |

-1 -1
0 5 10 15 0 5 10 15

X[n]=cos(n/6)

Figur 3.2: Diskret cosinussignal z[n] = A cos(2on + ¢), (A er reel).
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Figur 3.3: Realdelen af generelle diskrete komplekse eksponentialsignaler.

3.1.1 Diskrete komplekse eksponentialsignalers periodicitet

Det kontinuerte signal e®°’ har egenskaberne, at jo stgrre veerdien af wy er, des hurtigere
svinger signalet. Desuden er €™ periodisk for enhver veerdi af wy. Saledes forholder det
sig ikke med diskrete signaler. Hvis frekvensen gges med 27 fra {2y til Qy + 27 fas det
samme signal, idet

ez(Qo+27r)n — 61271%6190” — eZQOn, (36)

idet €™ = 1. Det vil sige samtlige diskrete komplekse eksponentialsignaler fas ved at lade
o variere mellem 0 og 27 (eller et tilsvarende interval, f.eks. —m < Qg < 7). Pa grund
af denne periodicitet vil det diskrete eksponentialsignals svingningshastighed ikke vokse,
nar €2y gges. Nar €y gges fra 0 til 7 gges svingningshastigheden, men fra = til 27 aftager
den igen, indtil {2y = 27, hvor vaerdien er den samme som for €2y = 0. Dette er illustreret
pa figur 3.4. D.v.s. de diskrete eksponentialsignaler, der svinger langsomt, har verdier af
Qo neer 0,27 eller ethvert andet multiplum af 27 og de, der svinger hurtigst, har 2y naer
Qo = £ eller ulige multipla af 7.
For at signalet z[n] = e*%" skal veere periodisk med perioden N, kraeves

iQo(n+N)

e = ¢fhon (3.7)

eller 4
eoN =1 (3.8)
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For at denne ligning kan vaere opfyldt, skal 2y N veere et helt multiplum af 27. D.v.s., der
skal findes et heltal m, saledes at

eller N
0 m
o _ 1
2 N (3.10)

Det betyder, at signalet e*%" er ikke periodisk for vilkdrlige vaerdier af Qy. Kun hvis Qg /27
er et rationelt tal, er signalet periodisk. Tilsvarende galder diskrete sinus- og cosinus-
signaler. Hvis z[n] er periodisk med grundperioden N, sa er dets grundfrekvens 27 /N.
Det er let at vise, at dersom 2y # 0 og hvis N og m ingen felles faktorer har, sa er
signalets grundperiode N. Derfor er grundfrekvensen for det periodiske signal %"

27 QO
o0 11
N (3.11)
Grundperioden kan ogsa skrives
2
N = — 3.12
" (QO) (3.12)

Som ved kontinuerte signaler kan man betragte harmoniske periodiske eksponentialsigna-
ler, d.v.s. periodiske eksponentialsignaler, der alle har perioden N. Fra ligning (3.10) vides,
at det netop er signaler ved frekvenser, der er multipla af 27 /N, d.v.s.

dr[n] = e*XCT/Nn | =0, £1, ... (3.13)

For kontinuerte signaler er alle harmoniske komplekse eksponentialsignaler (formel 2.8
side 24) *Cm/T k = 0, 41,42, ... forskellige. Men det er ikke tilfzeldet for de diskrete
eksponentialfunktioner, idet

¢k—|—N[n] — ei(k+N)(27r/N)n — ei27meik(27r/N)n — ¢k[n] (314)

Det betyder, at der kun er N forskellige periodiske eksponentialsignaler i maengden givet
ved ligning (3.13) For eksempel er ¢o[n], ¢1[n], ,. .., dn_1]n| alle forskellige og enhver anden
or[n] er identisk med en af disse.

Til slut betragtes en diskret fglge, som er fremkommet ved at sample en kontinuert
eksponentialfunktion e*°' med skvidistant beliggende samplingspunkter
ewoT)n (3.15)

.Z'[’I’L] — eiwont —
Fra denne ligning ses, at x[n] selv er et diskret eksponentialsignal med Qg = wyT'. Derfor
vil, i overensstemmelse med den tidligere analyse, x[n| kun vare periodisk, hvis woT' /27
er et rationelt tal. Tilsvarende galder diskrete fglger opnaet ved sampling af sinus- eller
cosinussignaler. F.eks. hvis

x(t) = cos(2mt) (3.16)
sa kan de tre signaler pa figur 3.4 opfattes som varende defineret ved
z[n] = z(nT) = cos(2nnT) (3.17)

for forskellige valg af T'. Specielt er T = & for figur (a), T = ?% for figur (b) og T = 57
for figur (c). Selv om z[n] ikke selv er periodisk, kan dets indhyllingskurve godt vaere det.
Det ses pa figur (c).
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3.1.2 LFI systemers svar pa komplekse eksponentialsignaler

Ligesom for de kontinuerte signalers vedkommende vil vi se pa LFI-systemers svar pa
diskrete eksponentialsignaler z[n]. Antag, at et LFI system med impulssvaret h[n] patrykkes
signalet

z[n] = 2" (3.18)

pa indgangen, hvor z er et komplekst tal. Systemets output kan findes ved hjzlp af fold-
ningssummen som

y[n] = z * h[n Z h[k]z[n — f: hlk]z"F = 2" f: hlk)z~F (3.19)

Herved ses, at hvis input z[n] er et kompleks eksponentialsignal givet ved z[n] = 2", sa
er output det samme komplekse eksponentialsignal multipliceret med en konstant, der
afhaenger af 2’s vaerdi, d.v.s.

y[n] = H(z)2", (3.20)
hvor -
> hlk]e7k (3.21)

Denne ligning, sammen med superpositionsegenskaben, kan bruges til let at kunne be-
stemme et LFT systems output pa en linearkombination af komplekse eksponentialsignaler.
D.v.s., hvis

zn| = ;akz,’j (3.22)

sa bliver systemets output
=D apH (2)2 (3.23)
k

Med andre ord: output kan ogsa fremstilles som en linearkombination af de samme kom-
plekse eksponentialsignaler, og hver koefficient i denne fremstilling af output fas som pro-
duktet af den tilsvarende koefficient ay, i input og H(z) svarende til z}}

3.2 Periodiske signalers Fourierraekkerefremstilling

Hvis et diskret signal er periodisk, f.eks. med perioden N, sa er der kun N forskellige

signaler i maengden
brn] = /NN B =0, 41,42, ... (3.24)

Tilsvarende er en linearkombination af ¢x[n] af formen

z[n| = Zak¢k [n] = Zae (2m/N)m (3.25)

periodisk med perioden N, og derfor er vaerdierne ¢i[n] kun forskellige i et interval af
leengden N for £k, og summationen behgver derfor kun at udstrakkes over dette interval.
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D.v.s. at summationen i ligning (3.25) er over k, hvor k gennemlgber et interval bestaende
af N konsekutive heltal. Disse summationsgranser skrives kort saledes: k =< N >. D.v.s.

zn] = Y apgeln] = > ape TN (3.26)
k=<N> k=<N>
k kan for eksempel antage veerdierne £ = 0,1,...,N — 1L eller £ = 3,4,...,N + 2. Pa
grund af periodiciteten vil ngjagtig de samme led indga i summationen pa hgjresiden af
ligning (3.26). Ligning (3.26) betegnes den diskrete Fourierrekke og koefficienterne ay
Fourierrekkekoefficienter.

Hvis der er givet en talsekvens z[n|, der er periodisk med perioden N, kan man un-
dersgge, om der findes en fremstilling som ligning (3.26) og i givet fald hvad koefficienterne
ar er. Ved at evaluere (3.26) for vaerdier af n ses, at det svarer til at finde en lgsning til
det linezere ligningssystem

z[0] = Z ay

k=<N>
.’L‘[l] — Z akez’27rk/N
k=<N>
:L‘[N—l] — Z 6Lkei27rlc(N71)/N
k=<N>

Ligningen for z| N| er identisk med den for z[0] (fordi begge sider af (3.26) er periodiske med
perioden N). D.v.s. vi har N lineare ligninger for N ukendte koefficienter ay, hvor k lgber
over N pa hinanden fglgende heltal. Det kan vises, at ligningerne er lineaert uafheengige
og derfor kan lgses, hvorved koefficienterne a; kan udtrykkes ved de givne veerdier af z[n].

Det er muligt —ligesom for den kontinuerte transformations vedkommende — at udlede
et eksplicit udtryk for koefficienterne a; bestemt ved talfglgens vaerdier z[n]. Fgrst vises,
at

(3.27)

Nz_l ik C@T/N)n _ N, k=0,£N,£2N,...
o 0, ellers

Hvad denne ligning udsiger, er, at summen over en periode af vardierne af en kompleks
eksponentialfunktion er nul med mindre den komplekse eksponentialfunktion er en kon-
stant, d.v.s. ligningen er den diskrete analogi til ligningen (jfr. ligning(2.14))

T T, k=0
ik(2m/T)t 30 ;
| e dt {0, e (3.28)

For at udlede ligning (3.27) bemerkes forst, at ligningens venstreside er en sum af et
endeligt antal led i en kvotientrackke. Den har formen

N-1
> a” (3.29)
n=0

#*(27/N) Denne sum er

N-1 N —
Yot = { o (3.30)

n=0

hvora=¢e¢
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Figur 3.5: Illustration af sumformlen

Idet e™*@7/N) =1 kun nar k er et multiplum af N (k =0,+N,+2N,...) fas

N, k=0,£N,+2N, ...

Z a —{ 1— em(zw/N)N

Tomay s ellers

(3.31)

hvilket giver (3.30), idet e*7/V)N = 1. Idet hver af de komplekse eksponentialfunktioner
i ligning (3.27) er periodiske med perioden N gelder ligning (3.27), nar summationen sker
over et vilkarligt interval af leengden N, d.v.s.

Z eik(?ﬂ'/N)n — { N7 k= Oa :i:Na :|:2N, s (332)

n s 0, ellers

En grafisk fortolkning heraf er vist pa figur 3.5 for N = 6. Her er tallene reprasenteret
som vektorer i den komplekse plan, og hver enkelt vektor er en enhedsvektor (har laengden
1). Det ses, at summen er nul, med mindre £ = 0,6,12,... o.s.v. Ved at multiplicere
Fourierraekkefremstillingen (3.26) pa begge sider med e~ ?%/M)" oo summere over N led

fas
Z x[n]e—zr(Qﬂ/N Z Z ay 6 i(k—r)(27/N)n (333)

n=<N> n=<N>k=<N>

Ved at ombytte summationsrakkefglgen pa hgjresiden fas

Z .T[TL] ir(2r/N)n Z ay Z ei(k)—r)(?w/N)n (334)

n=<N> k=<N> n=<N>
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Den inderste sum (med indeks n) er ifglge lign. (3.27) nul med mindre k& — 7 er nul eller
et helt multiplum af N. Hvis man derfor bruger det samme summationsinterval for r og
k, sa er denne sum lig N, hvis £ = r og 0, hvis £ # r. Hgjresiden af ligningen reduceres
derfor til Na, og man har

a=— > z[n]e i@ /Nin (3.35)
N n=<N>

Ved hjelp af denne formel kan Forierraekkens koefficienter udregnes. Fourierraekkeformlen
for diskrete signaler ser derfor siledes ud:

zln] = Y ape*E/Nn (3.36)
k=<N>
1 .

w = — > z[n]ekEm/N)n (3.37)
Nn:<N>

3.3 Den diskrete Fouriertransformation

Den diskrete Fouriertransformation (DFT) for signaler af endelig laengde er en vigtig me-
tode til Fourieranalyse af diskrete sekvenser og desuden er den velegnet til implementation
pa en datamaskine, i form af Fast Fourier Transform (se nzeste kapitel). Hvis z[n] er et
signal af endelig lzengde, d.v.s. der findes et heltal NV;, saledes at z[n] = 0 udenfor inter-
vallet 0 < n < N; — 1, sa kan man konstruere et periodisk signal Z[n], som er lig med z[n|
over en periode. Mere pracist, lad N > N; vaere et givet heltal og Z[n| veere periodisk
med perioden N saledes at

Zn]=z[n], 0<n<N-1 (3.38)
Z[n]’s Fourierreekkekoefficienter er givet ved
1 :
ap=— Y. Z[n]e *ET/Nn (3.39)
N n=<N>
Ved at vaelge summationsintervallet til at vaere det, hvor Z[n| = z[n| fas
1 -1 4
ap = — Y xn]e *E/Nn (3.40)
N n=0

Hvis DFT af z[n] betegnes X (k), kan analyseligningen skrives

~—

=

z[n)e”®CT/N k=01, N -1 (3.41)
0

X(k)ZCLk:

2|~

n

og synteseligningen
N-1 .
zln] = Y X (k)e*Cm/Nn g =0,1,...,N -1 (3.42)
k=0
Dette er udtrykket for den diskrete Fouriertransformation. I det naeste kapitel skal vi se
pa beregningsalgoritmen (Fast Fourier Transform — FFT) ved hjalp af hvilken beregnings-

kompleksiteten af DFT-udregningen kan reduceres vaesentligt.
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Figur 3.6: (a) Diskret signal til eksempel 1 og (b) enhedsrgdderne

Eksempel 1 Vi vil beregne den diskrete Fouriertransformation af signalet

z[0] = 3
zln] = ig _ ) (3.43)
2[3] = 0

vist pa figur 3.6(a) Vi kan opskrive z[n| kort pa vektorform saledes: [3/4 0 1/4 0]. N er
lig med 4 i dette eksempel. DFT beregnes ved hjzlp af ligning (3.41). Faktoren e~2%/N
der indgar i udtrykket pa ligningen hgjreside, kaldes den komplekse (primitive) enhedsrod
svarende til N = 4. Det er anskueligt at afbilde den og dens potenser, svarende til veerdi-
erne af n = 0,1,2,3 i et Arganddiagram (tegning af den komplekse plan), hvilket ses pa
figur 3.6(b). Svarende til veerdierne af k& kan man opstille fglgende tabel for e=##(2m/N)n.

n 0o 1 2 3

k=0 1 1 1 1
k=1 1 -1 -1 i
k=2 1 -1 1 -1

k=3 1 i -1 -
Det er nu forholdvis let at udregne X (k),k = 0,1,2,3 ved produktet af vektoren [3/4
0 1/4 0] og tabellens rackker. Man finder f.eks.

X(z):%{1-(3/4)—1-0+1-(1/4)—1-0}:i (3.44)

Ved udregning af alle vaerdier findes den diskrete Fouriertransformation af [3/4 0 1/4 0]
til (1/4)[1 1/21 1/2].
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3.4 Opgaver

1. Der er givet et LFI-system med impulssvaret h[n| = o"u[n], hvor -1 < a < 1.
Systemet patrykkes signalet
) = cos (227 (3.45)
z[n] = cos | — :
N

Find Fourierraekkekoefficienterne for output og bestem y[n| for N = 4
2. Beregn den diskrete Fouriertransformerede af [3/4 01/4 00 0 0 0].

3. Beregn den inverse diskrete Fouriertransformerede af [4 12 12 12].
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Kapitel 4

FFT: Den hurtige
Fouriertransformation

Den diskrete Fouriertransformation (DFT) spiller en vigtig rolle i analyse, konstruktion og
implementation af diskrete signal og billedbehandlingssystemer. Bade pa grund af anven-
deligheden til frekvensanalyse, og fordi der eksisterer en effektiv algoritme til beregning af
DFT, er diskret Fourieranalyse blevet vidt udbredt.

I dette kapitel skal vi se pa metoder til beregning af DF'T. Vi vil betragte den effektive
algoritme til beregning af DFT. Der er mange mader at male algoritmisk kompleksitet og
effektivitet pa, og den endelige vurdering athaenger af den teknologi, der star til radighed
og den planlagte anvendelse. Her vil vi anvende antallet af multiplikationer og additioner
som et mal for algoritmisk kompleksitet. Dette mal er simpelt at anvende, og antallet af
multiplikationer og additioner star i direkte forhold til beregningshastigheden, nar algo-
ritmerne implementeres pa almindelige datamaskiner eller mikroprocessorer. Undertiden
er andre mal mere relevante; f.eks. ved visse VLSI-implementationer er chip-arealet ofte
den mest vigtige faktor, og chiparealet er ikke ngdvendigvis direkte relateret til antallet
af aritmetiske operationer.

Med hensyn til multiplikationer og additioner er klassen af FFT-algoritmer stgrrelses-
ordener bedre end konkurrerende algoritmer. FFT-algoritmens effektivitet er faktisk sa
hgj, at i mange tilfzelde er den mest effektive made at beregne foldning pa, at transformere
de talfglger, der skal foldes, multiplicere deres transformerede og sa beregne den inverse
transformation af produktet af transformationerne.

4.1 Effektiv beregning af den diskrete Fouriertrans-
formation

Som defineret i formel (3.41) er den diskrete Fouriertransformation (DFT) af en talfglge
af endelig leengde N

1 N— 227
X[k] = N Z z[n)e” V", k=0,1,...,N — 1 (4.1)
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Idet man saetter Wy = e~i% kan formlen skrives
1 N-1
X[k] = ~ S zpW, k=0,1,...,N -1 (4.2)
n=0

Den inverse Fouriertransformation er givet ved

N-1
zin] = Y X[KWE™, n=0,1,...,N—1 (4.3)
k=0

I ligning (4.2) og (4.3) kan bade x[n] og X[k] veere komplekse tal. Da de to ligninger kun
adskiller sig med hensyn til fortegnet for eksponenten for Wy og skalafaktoren %, er de
beregningsmaessige overvejelser ens for de to ligninger.

Fgrst betragtes beregningskompleksiteten ved direkte udregning af DFT-ligningen (4.2).
Da z[n] kan veere kompleks, kraeves N komplekse multiplikationer og (N — 1) komplekse
additioner til beregning af hver veerdi af DFT, hvis ligning (4.2) anvendes direkte som
beregningsformel. Til udregning af N vaerdier kraeves derfor i alt N? komplekse multi-
plikationer og N(N — 1) komplekse additioner. Hver kompleks multiplikation kraever fire
reele multiplikationer og to reele additioner, og hver kompleks addition kraever to reele
additioner. Derfor kraever den direkte udregning af X[k] for hver veerdi af k£ 4N reele
multiplikationer og (4N — 2) reele additioner '. Da X[k] skal beregnes for N forskellige
veerdier af k, kraever den direkte udregning af den diskrete Fouriertransformation af en
talfglge z[n] 4N? reele multiplikationer og N (4N —2) reele additioner. Foruden de multipli-
kationer og additioner, der er ngdvendige, kraeves lagerplads til lagring af de N komplekse
inputveerdier samt de N komplekse koefficienter WX". Da antallet af beregninger og der-
med beregningstiden ca. er proportional med N?, er det klart, at antallet af aritmetiske
operationer for beregning af DFT ved den direkte metode bliver meget stort for store
veerdier af N. Derfor er man interesseret i beregningsprocedurer, der formindsker antallet
af multiplikationer og additioner.

De fleste metoder til effektivitetsforbedring ved udregning af DFT er baseret pa ud-
nyttelse af WA"’s symmetriegenskaber, specielt

1. W}f,(an) = Wxy* = (Wkr)* (kompleks konjugeret symmetri)

2. Whn = WEeTN) =y BN (Geriodicitet 1 n og k).
Den fgrste egenskab kan benyttes til at reducere antallet af multiplikationer ca. med en
faktor 2. Desuden vil, for visse veerdier af produktet kn, de sinus- og cosinusfunktioner,
der defineres ved den komplekse eksponentialfunktion, antage veerdien 0 eller 1, hvorved
multiplikation kan undgas. Den stgrste beregningsbesparelse ligger dog i periodiciteten af
fglgen WX som kan benyttes til den store beregningsreduktion fra O(N?) til O(N log, n).

FFT algoritmerne bygger pa den grundlaeggende egenskab at opdele beregningen af
den diskrete Fouriertransformation af en talfglge af leengden N i stedse mindre diskrete

T denne diskussion er tallene for antallet af beregninger cirka-tal. F.eks. kraever multiplikation med
WY, faktisk ikke en multiplikation. Men vurderingen af de beregningsmassige kompleksitet ved disse
approksimative metoder er alligevel tilstraekkelig god til at tillade sammenligning mellem de forskellige
klasser af algoritmer.

48



Fouriertransformationer. Den made, hvorpa dette princip gennemfgres, giver en raekke
forskellige algoritmer med sammenlignelige forggelser af beregningshastigheden. Vi vil her
kun se pa en typisk algoritme, hvor man anvender opdeling i tid (engelsk: decimation-in-
time), hvor tidssekvensen opdeles i stadig mindre delsekvenser.

4.2 FFT algoritme

Del-og-hersk princippet gar ud pa at dekomponere beregningen i stadig mindre DFT-
beregninger. I denne proces vil vi udnytte bade symmetri-egenskaberne og periodiciteten
af den komplekse eksponentialfunktion e~*?7/N)kn  Algoritmer, i hvilke dekompositionen
er baseret pa opdelingen af talfglgen z[n] i stadig mindre delfglger, kaldes opdeling i tid
(engelsk: decimation-in-time).

Princippet ved denne opdeling demonstreres mest bekvemt ved at betragte specialtil-
faeldet, hvor N er en heltalling 2-er potens, d.v.s N = 27. Da N er et lige tal kan bereg-
ningen af X [k] ske ved at opdele z[n] i to (¥)-punkts ? talfplger bestdende af punkterne
med lige indeks i z[n] og punkterne med ulige indeks i z[n]. Idet X[k] er givet ved

N-1
X[k =Y zp)WyF, k=0,1,...,N —1, (4.4)

n=0

og ved at opdele z[n] i dens lige- og ulige-indekserede punkter fas

X[kl = > aln]WiF+ - aln]WiF. (4.5)

n lige n ulige

Nar n er lige, kan n skrives n = 2r og nar n er ulige kan n skrives n = 2r + 1. Hvis dette
indfgres i den ovennaevnte formel, fas

(N/2)-1 (N/2)-1

X[k = S a2 W+ S z2r+ 1wt (4.6)
r=0 r=0
(N/2)-1 (N/2)-1
= Y a2 |(WRH)F+WE S al2r + 1(WR)™ (4.7)
r=0 r=0

Men man kan benytte, at

Wy = (eizﬁw)2 = %W = ¢ = Wy (4.8)
Med brug heraf kan ligning (4.7) omskrives til
X[k = > z2rWHE+WE S z2r + qWE (4.9)
r=0 ? r=0 2
= G[k] + Wk H[K] (4.10)

2Ved gennemgang af teorien for FFT-algoritmer bruges bade ordet sample og punkt om veerdierne i
talfglgen. Desuden kaldes en talfglge af leengden N en N-punkts fglge, og en DFT af laengden N kaldes
en N-punkts DFT.
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Figur 4.1: Signalgraf af dekompositionen af en N-punkts DFT i to %—punkts DFT bereg-
ninger (N = 8)

Hver af summerne i ligning(4.9) er en J-punkts DFT. Den forste sum er en Z-punkts
DFT af punkterne med lige indeks i den oprindelige talfglge, mens den anden er en en
%—punkts DFT af de ulige indekserede punkter i den oprindelige fglge. Skgnt indeks &
lgber over N veerdier £ = 0,1,..., N — 1, skal hver af de to summer kun beregnes for k
lgbende mellem 0 og g — 1, idet G[k| og H|[k] hver iseer er periodiske med perioden %
Nar de to DFT’er er beregnet, skal de kombineres svarende til ligning (4.9) for at kunne
give N-punkts DFT’en X[k]. Figur 4.1 viser denne beregning for N = 8. Pa denne figur
bruges signalgraf vedtaegterne, der tidligere er blevet indfgrt. Kanter, der leder ind til
knuder, summeres for at give knudevariablen. Nar ingen koefficienter er angivet, antages
kantforstaerkningen at vaere 1. For de gvrige kanter er kantforstaerkningen en heltalspotens
af WN.

Pa figur 4.1 er to 4-punkts DFT’er beregnet, hvor G[k| angiver 4-punkts DFT’en af
punkter med lige indeks, og H[k] angiver 4-punkts DFT’en af punkter med ulige indeks.
Herefter fas X [0] ved at multiplicere H[0] med W og addere produktet til G[0]. X[1] fas

ved at multiplicere H|[1] med Wy, og addere resultatet til G[1]. Ligning (4.9) udsiger, at for

a0



at beregne X [4] skal H[4] multipliceres med W3 og resultatet skal adderes til G[4]. Men
da bade G[k| og H|k| er periodiske i k med perioden 4, sa er H[4] = H[0] og G[4] = G[0].
Det vil sige, at X[4] fis ved at multiplicere H|[0] med Wj og addere resultatet til G0].
Som vist pa figur 4.1 fas veerdierne for X[5], X[6] og X|[7] pa tilsvarende vis.

Nar beregningerne omordnes som vist i ligning (4.9) kan man sammenligne det ngdvendige
antal multiplikationer og additioner med det antal, der er ngdvendigt ved en direkte ud-
regning af DFT’en. Tidligere sa vi, at til direkte udregning uden udnyttelse af symmetrien
kraevedes N? komplekse multiplikationer og additioner 3. Til sammenligning kraever ligning
(4.9) beregning af to &-punkts DFT’er, hvilket kraever 2(4)? komplekse multiplikationer
og ca. 2(%)2 komplekse additioner, hvis de to % DFT’er udregnes ved den direkte metode.
Herefter skal de to % punkts DFT’er kombineres, hvilket kreever N komplekse multiplika-
tioner, svarende til at multiplicere den sidste sum med W, og N komplekse additioner,
svarende til at addere produktet til den forste sum. Fglgelig kraever beregningen af ligning
(4.9) for alle veerdier af k hgjst N + 2(5)? eller N + N; komplekse multiplikationer og
komplekse additioner. Det er let at eftervise, at for NV > 2 er totalen N + N72 mindre end
N2,

Ligning (4.10) svarer til at opdele den originale N-punkts beregning i to (%)-punkts
DFT-beregninger. Hvis % er lige, hvilket den er nar N er lig en potens af 2, sa kan hver
af de (¥)-punkts DFT-er i ligning (4.9) beregnes ved at opsplitte hver af summerne i
ligning (4.10) i to (& )-punkts DFT-er, som herefter kan kombineres til at give (§)-punkts
DFT-erne. Derfor kan G[k] i ligning (4.10) skrives som

-1 X ¥
Gkl = 3 glrIWi = 3 g20Wi* + Y gl2t + 1w " (4.11)
r=0 2 1=0 2 =0 2
eller
- -
_ 1k k 1k
G[k] = ; AWy + Wy g g2 + Wi (4.12)
Pa samme made kan H[k| skrives
- -
_ Ik k Ik
H[k] = ,; h20Wy + Wi ; B2l + )W (4.13)

Det vil sige, at 5-punkts DFT’en G[k] kan fas ved at kombinere &-punkts DFT-erne
fra folgerne g[2{] og g[2l + 1]. P4 samme made kan % -punkts DFT’en H[k] fas ved at
kombinere &-punkts DFT-erne fra fplgerne h[21] og h[2] +1]. Det betyder, at beregningen
kan udfgres som vis pa figur 4.2. Hvis den beregning, der er vist pa figur 4.2 indsattes i
signalgrafen fra figur 4.1 fas den komplette signalgraf vist pa figur 4.3, hvor koefficienterne
er udtrykt i potenser af Wy i stedet for W% , idet W% = WZ. For den 8-punkts DFT, der
er anvendt som illustration er beregningen reduceret til en beregning af en 2-punkts DF'T,
som let udregnes som vist pa figur 4.4. Hvis beregningen svarende til figur 4.4 indsattes
i signalgrafen figur 4.3 fas den komplette signalgraf for beregningen af 8-punkts DFT’en,
som vist pa figur 4.5.

3For enkelhedens skyld antages at N er sa stor, at (N — 1) kan tilnsermes med N
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Figur 4.2: Signalgraf, der viser dekompositionene af en %—punkts DFT-beregning i to %-
punkts beregninger (N=8).
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Figur 4.3: Resultatet af at indsatte figur 4.2 i figur 4.1 (N=8).
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Figur 4.4: Signalgraf for en 2-punkts DF'T
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Figur 4.5: Signalgraf for den komplette beregning af en 8-punkts DFT
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For det almindelige tilfzelde, men hvor N stadig er en 2-er potens, gar man frem ved
bestandigt at underinddele med en faktor 2 indtil der kun er en 2-punkts transformation
tilbage. Signalgrafen pa figur 4.5 viser eksplicit beregningsoperationerne. Ved optelling
af grene med faktorer af formen WJ, benmszerkes, at der i hvert trin er N komplekse
multiplikationer og N komplekse aditioner. Da der er log, N trin, er der i alt nlog, N
komplekse multiplikationer og additioner. Dette er en betragtelig besparelse. F.eks. hvis
N =2'0=1024 sd er N? = 2?0 =1.048.576, hvorimod N log, N = 10.240.

4.3 Opgaver

1. Antag, at vi skal beregne en FFT pa 16 punkter, men kun z[0] og z[1] er forskellige
fra nul. Alle gvrige z[n] = 0. Optegn signalgrafen og bestem antallet af operationer.

2. Antag, at vi skal beregne en FFT pa 16 punkter og vi gnsker at spare lagerplads. Vi
gnsker at kunne benytte den samme array for input- og outputvaerdierne. Kan det
lade sig ggre 7 I bekraftende fald, hvorledes skal der flyttes om pa outputvaerdierne
for at de bliver lagret i en naturlig rackkefglge ?

3. At beregne en DFT kraever saeedvanligvis komplekse multiplikationer. Betragt pro-
duktet z + iy = (a + ib)(c + id) = (ac — bd) + i(bc + ad). Pa denne form kraever
en kompleks multiplikation 4 reelle multiplikationer og 2 reelle additioner. Vis, at
en kompleks multiplikation kan udfgres ved 3 reelle multiplikationer og 5 additioner
ved hjelp af algoritmen
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Kapitel 5

Z-transformationen

Som tidligere vist er systemsvaret y[n| for et diskret forskydningsinvariant system med
impulssvaret h[n| pa et komplekst eksponentialinput af formen 2"

yln| = H(z)z", (5.1)
hvor -
H(z) = _Z_ hn]z™" (5.2)

Hvis z = €™, hvor Q er reel (d.v.s. |z| = 1), svarer summationen i ligning (5.2) til h[n]’s
diskrete Fouriertransformation. I almindelighed, nar |z| ikke er begraenset til at vaere 1,
kaldes summationen i ligning (5.2) for h[nl|’s z-transformation.

z-transformationen af en talfglge x[n] defineres saledes

o0

X)) Yz (5.3)

n=-—oo

&

hvor z er en kompleks variabel. z-transformationen pa denne form betegnes ofte den bila-
terale z-transformation for at skelne den fra den unilaterale z-transformation, som disku-
teres senere. Vi vil henvise til X (z), som defineret i ligning (5.3) som z-transformationen
og kun bruge betegnelsen “bilateral” nar det er ngdvendigt for at undga flertydighed.
z-transformationen af z[n| betegnes undertiden Z{z[n]} og forbindelsen mellem z[n| og
dens z-transformerede angives som

z[n] & X(2) (5.4)

Der er vigtige forbindelser mellem z-transformationen og Fouriertransformationen. Idet
den komplekse variable z kan udtrykkes pa polaer form som

z = re'? (5.5)

hvor r er modulus (magnitude) af z og 2 2’s vinkel. Udtrykt ved r og € bliver ligning
(5.3)

X (re"?) = i z[n](re" )™ (5.6)

n=—oo
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enhedscirklen

Figur 5.1: Den komplekse z-plan. z-transformationen reduceres til Fouriertransformationen
for veerdier af z pa enhedscirklen.

eller
X (re"?) = Z {z[n]r—"}e~" " (5.7)

n=—00
Ud fra denne ligning ses, at X (re’?) er den Fouriertransformerede af sekvensen z[n] mul-
tipliceret med en reel eksponent r=", d.v.s.

X (re®t) = F{z[n]r "} (5.8)

Den eksponentiale vaegtning »~" kan veere aftagende eller voksende med voksende n, af-
haengig af, om r er stgrre eller mindre end 1. Man bemearker, at for r = 1, d.v.s. |z] =1,
reduceres z-transformationen til Fouriertransformationen, d.v.s.

X (2)]s=ein = F{z[n]} (5.9)

Derfor reduceres z-transformationen til Fouriertransformationen, nar modulus (magni-
tude) af transformationsvariablen z er lig med 1, d.v.s. » = 1, eller &kvivalent, |z| = 1
Fra ligning (5.8) ses, at betingelsen for, at z-transformationen konvergerer er, at Fouri-
ertransformationen af z[n]r~" konvergerer. For en given fglge z[n] ma det forventes, at
den konvergerer for nogle veerdier af r og ikke for andre. Generelt er der i forbindelse med
z-transformationen af en sekvens knyttet en maengde af vaerdier af z, for hvilke X (z) kon-
vergerer. Denne maengde kaldes konvergensomradet (region of convergence: ROC). Hvis
konvergensomradet omfatter enhedscirklen, vil Fouriertransformationen ogsa konvergere.
Lad os se pa et eksempel.

Eksempel 5.1 Signalet x[n| = a™u[n] har ifglge ligning (5.3)

oo o

X(z)= > d"un]z " =) (azh)" (5.10)

n=-—00 n=0
Konvergens af X (z) kraever 3°°  |az™!|® < oo. Derfor er konvergensomradet de vaerdier
af z, for hvilke |az™!| < 1 eller |z| > |a|. Her findes

e 1 z
X(2) = “hHn = = 2] > 5.11
()= Lo = g = =g 4l > el (5.11)
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Figur 5.2: Pol-nulpunkts plot og konvergensomrade for eksempel 5.1

Derfor konvergerer z-transformationen for enhver endelig vaerdi af a. Fouriertransforma-
tionen af z[n| konvergerer derimod kun hvis |a| < 1. For a = 1 er z[n] enhedstrinfglgen
med z-transformationen

1

1 —
Pa figur 5.2 er vist et pol-nulpunktsplot svarende til eksemplet. Konvergensomradet er
vist skraveret.

5.1 Den unilaterale z-transformation

Den z-transformation, vi har set pa indtil nu, er pa den form, der kaldes den bilaterale z-
transformation. Der findes en anden udgave, der betegnes den unilaterale z-transformation.
Den unilaterale z-tranformation er specielt velegnet til at analysere kausale systemer, der
er givet ved lineare differensligninger med konstante koefficienter og med begyndelsesbe-
tingelser (d.v.s. ikke i hvile initialt).

Den unilaterale z-transformation X' (z) af en talfglge z[n| er givet ved

oo

X(z) =) z[n]z ™ (5.13)

n=0

og er forskellig fra den bilaterale z-transformation derved, at summationen kun udfgres
over ikke-negative vaerdier af n, uanset om x[n] er nul for z < 0. Derfor kan den unila-
terale z-transformation opfattes som den bilaterale transformation af z[n|u[n] (d.v.s. z[n]
multipliceret med enhedstrinfunktionen). Specielt vil for enhver falge, der er nul for n < 0,
den unilaterale og den bilaterale z-transformation vaere ens. Konvergensomradet for X'(z)
vil altid vaere omradet udenfor en cirkel om origo i den komplekse plan.

Eksempel 5.2 Betragt signalet
zn] = a"u[n] (5.14)

Da z[n] = 0 for n < 0 er den unilaterale og den bilaterale transformation ens og lig

1
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Eksempel 5.3 Givet
z[n] = ™ uln + 1] (5.16)

I dette tilfzelde er den unilaterale og den bilaterale transformation ikke ens. Den unilaterale
transformation er

at —Mn = n —n a
X(z)=> znlz""=> a"t'z" = TR |z| > |a (5.17)
n=0 n=0

Ligesom for Fouriertransformationens vedkommende kan man finde forskydningsegen-
skaben for den unilaterale z-transformation. For at udlede den, betragtes signalet

yln] = z[n — 1] (5.18)
Heraf findes
V(z) = i zn— 1]z (5.19)
n=0
= z[-1]+ i z[n —1]z7" (5.20)
n=1
= z[-1]+ i z[n]z~"+Y (5.21)
n=0
= z[-1]+z! i zn|z ™" (5.22)
n=0
saledes at
Y =a[-1]+2X(2) (5.23)
Tilsvarende har signalet
wln| = z[n — 2] (5.24)
den unilaterale z-transformerede
W(z) = z[-2] + 2[-1]z ' + 2 2X(2), (5.25)

og tilsvarende udtryk kan findes for den unilaterale transformation af z[n—m]. Denne egen-
skab kan bruges til at lgse differensligninger med begyndelsesbetingelser. For at illustrere
dette, betragtes et eksempel:

Eksempel 5.4 Betragt differensligningen
y[n| + 3y[n — 1] = z[n] (5.26)
med z[n| = u[n| og begyndelsesbetingelsen
y[-1]=1 (5.27)
Ved at tage den unilaterale z-transformation pa begge sider af ligning (5.26) fas

V() +3+3 V() = = (5.28)
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Ved at lgse ligningen m.h.t. Y(z) findes

3 1
— 5.29
Ve =—137+ (1+320)(1—z1) (5:29)
Ved at udvikle i partialbrgker findes
94 1/4
V(z) = 53,1 + T (5.30)
og ved anvendelse af eksempel 5.2 pa hvert led fas
1 9
= [Z _ Z(_3)" 31
yln) = [~ 3(-3)")uln) (5.31)
5.2 Opgaver
1. Givet differensligningen
y[n] + 3y[n — 1] = z[n| (5.32)
med begyndelsesbetingelsen y[—1] = 1. Bestem svaret y[n] pa sekvensen z[n] =
(3)™u[n] ved hjzlp af den unilaterale z-transformation.
2. Givet differensligningen
1 1
yln] = gyln — 1] = aln] — Saln — 1 (5.33)

med begyndelsesbetingelsen y[—1] = 0. Bestem svaret y[n] pa sekvensen z[n| = u[n]
ved hjzlp af den unilaterale z-transformation.

3. Givet differensligningen
1 1
oln] — 5vln —1] = fn] — Laln 1) (5.34)

med begyndelsesbetingelsen y[—1] = 1. Bestem svaret y[n] pa sekvensen z[n| = u[n]
ved hjzlp af den unilaterale z-transformation.
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Kapitel 6
Billedkodning: JPEG

6.1 Oversigt

JPEG er ikke et dataformat men en hel familie af algoritmer til kompression af digitali-
serede stillbilleder i farvekvalitet. Denne samling af forskellige metoder er vedtaget som
standard i 1993 under betegnelsen ISO 10918. Fra denne varktgjskasse kan udvikleren alt
efter det gnskede anvendelsesomrade udvalge de ngdvendige dele og implementere dem i
hardware eller softwareprodukter. Udvikleren kan dermed ogsa tilpasse kompressionspa-
rametren efter kravene; derved falder billedkvaliteten naturligvis med stigende kompres-
sionsforhold. Herved kan man frembringe ekstremt sma billeddatamoduler, der f.eks. kan
bruges som indexarkiver for billeddatabaser.

Den tabsgivende JPEG-kodning er optimeret med hensyn til fotografiske optagelser
med kontinuerte farveovergange. For andre typer billeder, f.eks. billeddata der repraesente-
rer skarpe kontrastovergange som tegneserier, streggrafik og tekster, der indeholder store
farveflader og abrupte farveskift, er den mindre egnet. For levende billeder findes en til-
svarende MPEG-standard.

6.2 Indledning

Fotokvalitet ved computerbilleder betyder mindst en oplgsning pa 640 x 480 billedpunkter
med en farvedybde pa 16 til 24 bit, hvorved der ved fotokvalitet her menes den skarphed
og farveaegthed, der kan opnas ved et fjernsynsbillede ved optimale betingelser. Et sadant
billede svarer til en datamaengde pa ca. 1 Mbyte. Billeddata er saledes ret uhandterlige,
f.eks. nar man skal oprette et stgrre billedarkiv eller sende et farvebillede via modem og
telefonledning eller via ISDN.

Det fgrste skridt pa vejen mod nedbringelse af datamangden sker ved grafikformater,
der benytter interne kompressionsmetoder som runlength kodning, LZW- eller Huffman-
kodning, som f.eks. GIF, PCX- eller TIFF-formater. Som regel kommer man ved disse
kompressionssmetoder i den mest moderne form sjaeldent over en kompressionsfaktor pa
tre. Disse metoder komprimerer dog uden informationstab, saledes at det er muligt at
rekonstruere originalen til den sidste bit.

Man indsa dog snart, at det ikke er ngdvendigt at kunne genskabe billedinformationen
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100 % for at det rekonstruerede billede ikke skal kunne skelnes fra originalen, for allerede
ved indscanning af billedet sker en sammmenpresning af informationen i et raster (kvanti-
sering). Dette forte til udviklingen af en effektiv metode ved navn JPEG via ISO/CCITT
arbejdsgruppen af samme navn. JPEG star for Joint Photographic Expert Group.

JPEG-kompression er mindre effektiv end visse andre metoder som fraktal kompres-
sion, men har den fordel, at den som en standard er let tilgaengelig og udbredt accepteret.

Ved udviklingen af JPEG-standarden var det vigtigste mal at stille en metode til
radighed, som kunne klare alle aspekter ved billedkompressionen. Herunder blev der szrlig
lagt veegt pa folgende:

e Metoder til kompression uden datatab
e Metoder til kompression med datatab, men med justerbar kompressionsfaktor
e Algoritmerne skal have en ikke for hgj kompleksitet

e Metoderne skal kunne bruges pa alle typer stillbilleder uden indskraenkning i farve-
oplgsningen

De benyttede algoritmer skal vaere hurtige (bade implementeret i hardware og som software)
og lette at implementere. Vanskelige eller dyre metoder er ikke egnede som standard.

6.3 JPEG virkemade

JPEG er en standard, der tager sigte pa flest mulige af de krav som billeddatakompres-
sionen stiller. Da der ikke findes en enkelt algoritme som kan alt, fastleegges rammen for
forskellige metoder, som hver iszr giver gode resultater pa bestemte delomrader,i JPEG-
standarden. Principielt findes der to basismetoder:

e en informationsbevarende kompressionsmetode (lossless mode)

e en kompressionsmetode med tab (lossy mode)

6.3.1 Informationsbevarende kompression

Den informationsbevarende kompressionsmade er en metode til at komprimere billeddata,
saledes at de efter dekompression bit for bit fuldsteendig svarer til originaldata. JPEG
stiller en operationsmade til radighed herfor, nemlig lossless mode.

Alle kompressionsmetoder arbejder efter samme skema: De indkomne data bliver fgrst
transformeret over i en mangde af deskriptorer, for disse deskriptorer fremstilles en sta-
tistisk model (i almindelighed en kodningstabel), og herefter kodes deskriptorerne efter
modellen.

Til lossless mode bruges differentiel pulskodemodulation (DCPM) til transformatio-
nen. Til kodningen star Huffman-kodning og aritmetisk kodning til radighed. Denne form
kommer iseer i anvendelse, hvor der absolut ikke tolereres fejl, f.eks. ved maskinel billeda-
nalyse. Lossless mode er imidlertid ikke den normale form for JPEG-anvendelse, idet den
opnaede kompressionsfaktor ikke er sarlig hgj.
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bill. FDCT Kvantisering Kodning —— 100100...

gbil IDCT Dekvantisering Kodning <~ 100101...

Figur 6.1: Princippet i baseline codec. @verst kodning af originalbilledet (bill.) via forward
DCT, kvantisering og kodning. Nederst dekodning i omvendt rakkefglge, resulterende i et
gendannet billede (gbil).

6.3.2 Tabsgivende kompression

I modsatning til de informationsbevarende metoder svarer de dekodede billeddata her
ikke leengere ngjagtigt til de oprindelige billeddata. Begrebet tab er her lettere vildle-
dende: det er ikke hovedsageligt billedkvaliteten, der gar tabt, men information, der til en
vis grad er redundant. Saledes er kompressionsforhold pa op til 20:1 mulige uden at man
kan se naevnevardig forskel i forhold til originalbilledet. Undersggelser af JPEG-gruppen
viste at 8x8 diskret cosinustransformation (DCT) gav de bedste resultater ved de tabsgi-
vende konverteringsmetoder.. For de operationer, der bygger pa DCT blev der fastlagt en
minimal-algoritme (baseline codec) (codec er en forkortelse for coder-decoder) pa hvilken
alle JPEG-metoderne bygges. Komprimering med baseline codec bestar hovedsageligt af
5 trin

1. Konvertering af billedet i Y C,C,-farverummet
2. Farvesubsampling

3. Diskret Cosinustransformation (DCT)

4. Kvantisering af DCT-koefficienterne

5. Kodning af koefficienterne

Figur 6.1 viser princippet i baseline codec. JPEG-standarden foreskriver 3 operationsmader
(modes), som benyttes ved den diskrete cosinustransformation:

Sequential Mode: Billeddata kodes i et gennemlgb fra gverst til venstre til nederst til
hgjre i billedet. Hvis et billede bestar af flere komponenter bliver disse ikke kodet efter
hinanden (altsa komponent efter komponent) men komponenterne bliver behandlet
overlappet. Ved denne overlappede behandling er det kun ngdvendigt at have en lille
buffer til radighed, da det er muligt straks at udlzese billeleddata f.eks. til parallelt
arbejdende processer, uden at det er ngdvendigt at skulle vente til alle komponenter
er bearbejdede. Denne made kan bruges til de fleste anvendelser, giver den bedste
kompression og er enklest at implementere.
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Progressiv Mode: I den progressive mode gennemlgbes billedet med flere gennemlgh,
hvor hver af disse kun koder en del af koefficienterne. Herunder findes igen to
grundlaeggende virkemader: I den ene bliver koefficienterne samlet svarende til fre-
kvensband og de laveste frekvenser bliver kodet fgrst. I den anden bliver koefficien-
terne overfgrt med stadig stgrre ngjagtighed. JPEG kan dog ogsa kombinere disse to
grundmader for at opna bedre resultater. Ser man pa resultatet af de enkelte gen-
nemlgb, sa er billedet fgrst “uskarpt”. I lgbet af transmissionen bliver det herefter
mere og mere tydeligt. Denne mode kan med fordel benyttes ved billedtransmission.
Man far ret hurtigt et indtryk af det overfgrte billede og kan afbryde overfgrslen, nar
billedkvaliteten er tilfredsstillende.

Hierarchical Mode: Denne mode er anderledes end progressiv mode. Den hierarkiske
mode anvender en serie billeder med stadig stgrre oplgsning, som konstrueres ved
“downsampling”, d.v.s. ved filtrering med et lavpasfilter og decimering, d.v.s. udtag-
ning af pixelvaerdier. Resultatet heraf bliver, at fgrst kodes billedet med den mindste
oplgsning. Dette benyttes som grundlag for konstruktion af billedet med naestmindst
oplgsning, idet der overfgres information i form af detaljering eller korrektion af bil-
ledet med lavest oplgsning. Denne procedure gentages, indtil den fulde oplgsning er
naet. Hovedanvendelsesomradet for denne kodningsmade kan vaere store billeddata-
baser, hvor den lave oplgsning kan bruges til indholdsfortegnelse og kun ekspanderes
til hgj oplgsning ved behov herfor.

6.4 Grundlaeggende teknikker i JPEG-standarden

6.4.1 YC,C,-farverummet

Fysiologiske eksperimenter og modeller har vist, at samtlige farver det menneskelige gje kan
skelne, kan fgres tilbage til addition af tre grundfarver, nemlig “rgd”,“grgn” og “bla”. Dette
virker ogsa naturligt, da vort gje har farvereceptorer for netop disse tre farver. Receptorerne
reagerer med nerveimpulser ved pavirkning af fotoner svarende til den pagaldende farve.
Monitorer i dataterminaler udnytter disse egenskaber, idet hgjenergetiske elektron-
straler skydes mod searligt belagte omrader i billedrgret, som hver iser ved beskydning
udsender lys svarende til en af disse tre farver. Alt efter stralerne intensitet opstar forskel-
lige farver. Herved tilordnes hver farve, der kan genereres, en vektor med tre elementer,
RGB-verdien, der svarer til de tre farvestralers intensitet !. Da disse intensiteter ikke er
analoge veerdier, men digitale signaler, er antallet af farver, det er muligt at vise pa en
billedskaerm, begraenset. Dagens grafikkort har en oplgsning pa 255 trin (altsa 8 bit) pr.
grundfarve. Hermed defineres over 16 millioner genererbare farver, og da gjet kun kan
skelne omkring 8 millioner forskellige farver, taler man om “true color” reprasentation.
Trefarveteorien siger ogsa, at ikke alene rgd, grgn og bla kan benyttes ved farvereprae-
sentationen, men andre egnede farver kan ogsa bruges som grundfarver. Der findes ogsa
andre farvemodeller, som ikke reprasenterer en farve ud fra grundfarver, men ved andre

IF. eks. kan den RGB-farvekodning, der benyttes i X-windows-systemet, ses i filen
/usr/local/X11R5/1ib/X11/rgb.tx
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egenskaber. For eksempel Lysstyrke-farvetone-modellen (luminans-krominans modellen).
Her er kriterierne farvens lysstyrke, farven med den stgrste andel (rgd, grgn eller bla) og
farvens maetning, f.eks. pastel, staerk, naesten hvid o.s.v. Denne farvemodel bygger pa gjets
evne til bedre at kunne skelne sma lysstyrkeforskelle end sma farveforskelle. Saledes kan en
gra tekst skrevet pa sort bedre laeses end en bla skrevet pa rgd baggrund ved samme farve-
lysstyrke. Sadanne farvemodeller kaldes lysstyrke-farvetone-modeller (luminans-krominans
modellen).

Y CyCr-modellen er en sadan lysstyrke-farvetone model. Derved bliver en RGB-farvevaerdi
opdelt i en grundlysstyrke Y og to komponenter C, og C,, idet C}, er et mal for afvigelsen
fra “middelfarven” gra i retning “bla”. Pa samme made er C, et mal for afvigelsen mod
rgdt. Denne repraesentation benytter sig af den egenskab, at gjet er mere fglsomt overfor
grgnt lys. Den meste information findes i grundlysstyrken Y, og ved anvendelserne behgver
man blot at angive afvigelserne mod Rgd og Bla. For at omregne en farveveerdi givet i
RGB-repraesentation til Y C,C), farverummet har man brug for fglgende formel:

Y 0299 0587 0.114\ [ R
C, | =| —0.168 —0.331 0500 || @ (6.1)
C, 0.500 —0.419 —0.081 B

Transformationen tilbage til RGB-verdier fra Y CyC,-farverummet sker saledes

R 1.0 0.0  1.402 Y
G |=|10 —0344 —0714 || G, (6.2)
B 1.0 1772 00 )\ C,

6.4.2 Farvesubsampling

Da gjet kun darligt opfatter sma positionsbestemte forskelle i Cj, og C,., kan man spare pa
den spatiale oplgsning i C}, og C,.. Dette sker ved, at man indenfor sma omrader danner
middelvaerdien af Cj og C, og i stedet for at kode Cy og C, i ethvert punkt benytter
middelvaerdien i hele omradet. Normalt har omradet en stgrrelse pa 2 x 2 pixels.

6.4.3 Differentiel pulskodemodulation

I JPEG benyttes differentiel pulskodemodulation til tabsfri kodning. Pulskodemodulation
er kendt fra audioteknik. Her bliver et lydsignal ved sampling, d.v.s. digitalisering, aftastet
med lige store tidsintervaller og de malte analoge vardier bliver omsat til digitale veer-
dier. Ved billeddata er forholdet det samme. Et billede bliver her (f.eks. ved indscanning)
gennemlgbet med ens afstandsintervaller og de analoge farvevaerdier bliver digitaliserede.
Audioteknikkens aftastningsfrekvens svarer til det scannede billedes oplgsning. Nar billed-
data skal komprimeres ved hjalp af JPEG, foreligger dette allerede i et digitalt format.
Der findes endog scannere og digitale fotoapparater, der direkte leverer output i JPEG-
formatet.

Ved JPEG metoden lagres disse data ikke ubearbejdet. Givet data har man allerede
kodet indtil et vist sted. En sarlig forudsigelsesmetode giver nu en mulig veerdi for de
naeste data. Her kodes kun forskellen mellem den forudsagte veerdi og originalveerdien. Jo
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Nr. | Praediktion
1 A
2 B

C[B 3 |C

AlX 4 A+B-C
5 A+ (B-C)/2
6 B+ (A-0C)/2
7 (A + B)/2

Figur 6.2: Forudsigelse ud fra nabopixels

bedre forudsigelsesmetode, desto mindre er forskellen, og desto oftere skal man kun lagre
sma vaerdier. Hvis man sa tilordner korte koder til sma tal, forkortes kodningslaengden
for data. Til forudsigelse af veerdierne definerer JPEG flere beregningsmetoder, som pa
forskellig vis athaenger af nabopixels. Disse er illustrerede pa figur 6.2.

6.5 Billedtransformationskodning

I det foregaende afsnit sa vi pa reversible kodningsprocedurer, d.v.s. metoder med hvilke
vi kan genvinde det originale billede (lossless coding). Nu vil vi se pa irreversible kodnings-
metoder. De er af seerlig interesse til kodning af billeder, hvor et vist informationstab kan
toleres, hvis billedforringelsen i forhold til originalbilledet kan accepteres af det menneske-
lige gje.

Billeder er kendetegnet ved en hgj grad af redundans (overflgdig information), fordi
der normalt er en stor korrelation imellem naboelementer. Desuden, da langsomme va-
riationer i gratoneveerdier forekommer hyppigere end hurtige variationer er det muligt
at konstruere kodningsmetoder, der udnytter denne kendsgerning. Et eksempel herpa er
billedtransformationskodning ved hjelp af den diskrete cosinustransformation (DCT).

Vi antager, at det digitaliserede billede er til radighed som en matrix bestaende af
heltal. F.eks kan hvert matrixelement angive gratonevardien af det tilsvarende billedpunkt
(pixel) for et gratonebillede. Hyppigt bruges der 8 bit til at kode gratonevaeriden med (255
= hvid, 0 = sort).

6.5.1 Den diskrete cosinustransformation

Det er nemmest at illustrere metoden ved fgrst at cosinustransformere et /’endimensionalt
signal, og, efter at princippet er forstaet, undersgge kodningen af todimensionale billeder.
Derfor ser vi fgrst pa en et array af heltal. Dette array opdeles i enheder af fast laengde
(vektorer), som vi her sztter til at have laengden N, hvor N er en potens af 2.

En diskret vektortransformation er blot et skift til et andet koordinatsystem for re-
praesentation. Som eksempel er den diskrete cosinustransformation (DCT) af en vektor
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{m},m=0,1...N — 1 defineret ved
X =

||D>

z, (6.3)

hvor z er vektoren, der indeholder signalvaerdierne, X er en vektor med DCT-koefficienterne,
og A er matricen indeholdende det nye systems basisvektorer. Elementerne i basisvek-
tormatricen er givet ved

2 2 1)k
akﬂ,mﬂzwﬁcos%, hvor k=1,2,...,N—1logm=1,2,...,N—1 (6.4)
0g

al,mﬂzﬁ,m:l,Q,...,N—l (65)

For eksempel for N = 8 finder vi

0354 0354 0.354 0.354 0354 0354 0.354 0.354
0490 0416 0.278 0.098 —0.098 —-0.278 —0.416 —0.490
0.462 0.191 -0.191 —-0.462 —-0.462 —-0.191 0.191 0.462
0.416 —0.098 —-0.490 —0.278 0.278 0.490 0.098 -0.416
0.354 —0.354 —-0.354 0.354 0.354 —-0.354 —0.354 0.354
0.278 —0.490 0.098 0.416 -0.416 —-0.098  0.490 -0.278
0.191 —-0.462 0.462 —-0.191 -0.191 0462 -0.462 0.191
0.098 —0.278 0.416 —0.490 0.490 -0.416 0.278 —0.098

[5S
I
—
o
D
~—

Det er let at vise, at AT A = I, hvor I, er enhedsmatricen af orden 8.
D.v.s. for at udfore kodnlngen med DCT, skal signalet deles i en sekvens af blokke
(vektorer) og derpa kodes ved hjealp af saettet af ortonormale basisvektorer.

6.5.2 Todimensional DCT

En todimensional (forward) diskret transformation er defineret ved

N1—1 N2—1

v)= Y Y f(i,4)ali,j,u,v) (6.7)
i=0  j=0
Hvis en transformationskerne a(x,y) kan udtrykkes som produktet af en funktion i hver
af de to variable x and y, kaldes transformationen separabel, d.v.s. a(z,y) = a1(x)az(y)-
Den todimensionale DCT er separabel, idet kernen a(i, j, u,v) kan skrives som

a(i:jauav) = al(i,U)GQ(j,’U). (68)
Fglgelig kan 2-D DCT’en udtrykkes som
Ni—1Na—1
U) = Z Z f(iaj)a'l(iau)GQ(j: U). (69)
i=0 j=0

som kan skrives pa matrix-formen

F= é1ié2 (6.10)
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6.5.3 DCT-kodning i JPEG

Det menneskelige gje er ikke i stand til at opfatte svage farvenuancer naer sa godt som
svage forskelle i intensitet (lysstyrke). Derfor taler man ved farveforskelle om, at gjet har
bedre oplgsning ved lave end ved hgje spatiale (rumlige) frekvenser. Analogien til frekven-
ser modsvarer gjets rumlige (spatiale) oplgsningsevne. Ved bestemte farveforskelle kan
man opfatte mere skelnelig farveinformation (d.v.s. hgjere spatial frekvens) end ved andre
farveforskelle. DCT udnytter disse egenskaber ved det menneskelige gjes perceptionsevne
ved at den bortfilterer hgje stedfrekvenser og kode disse darligt eller overhovedet ikke.
Fgrst bliver inputdata, der foreligger som fortegnslgse heltal, bragt pa en for DCT egnet
kurveform. Man subtraherer ganske enkelt 2°~! fra hver vaerdi, hvor P repraesenterer den
benyttede ngjagtighed i bit. I Baseline Codec er ngjagtigheden 8 bit, saledes at det nye
“nulpunkt” laegges ved den oprindelige veerdi 128. Sa bliver billeddata opdelt i blokke pa
8 x 8 pixel. En sadan blok bliver nu fortolket som en vektor bestaende af 64 pixelvaerdier
ud fra koefficienterne i et egnet vektorrum. DCT-en udfgrer herved et bassisskifte. Som
basisvektorer anvendes kun 64 blokke a 8x8 pixels, som har den egenskab at de danner
en ortonormalbasis med hensyn til vektorrummet. Basisvektorerne findes ved hjxlp af
fglgende formel

7 (2n +1 2 1
Cup = 4%%22005 n—i— Jur cos( m—li_6 Jur (6.11)

m=0n=0

Ved basisskiftet fas 64 entydige koefficienter, som giver antallet af tilsvarende basisblokke
ud fra billeddatablokken. Koefficienterne beregnes saledes

T 7

1%% Z Z f(i, j)cos((2i + 1)u17T—6) cos((25 + 1)1)17T—6) (6.12)

F(u,v) = 1
=0 j=0

For at kunne transformere disse koefficienter tilbage til deres oprindelige form har man
brug for felgende relation

S Y F (u,v) cos((2i + 1)u17r—6) cos((27 + 1)U17T_6) (6.13)

u=0v=0

qkl»—k

hvor
7.:{ 1/v/2fori=0

1 ellers

og F(u,v) DCT-koefficienten og f(i,j) den oprindelige pixelvaerdi.

Man kan betragte forward transformationen (FDCT) som en harmonisk analysator og
tilbagetransformationen (IDCT) som en harmonisk syntese. Ved denne ind- og afkodning
(Codec) sker der tab uden ekstra behandling af koefficienterne, da de ngdvendige sinus- og
cosinusfunktioner kun kan reprasenteres med en begraenset ngjagtighed pa en datamat.
Heraf fglger ligeledes, at denne metode ikke er iter/’erbar, d.v.s. hvis et DCT-kodet billede
bliver dekodet og derpa atter kodet, far man et andet resultat end efter den fgrste kod-
ning. Fordelen ved DCT bliver iszer tydelig ved billeder med kontinuerte farveovergange:
da nabobilledpunkter som regel nappe kan skelnes, vil kun DC-koefficienten i koeffici-
entfremstillingen (d.v.s koefficienten for den basisvektor som har frekvensen nul i begge
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retninger) og nogle fa lavfrekvente AC-koefficienter antage stgrre veerdier. De gvrige er
naesten nul eller for det meste lig nul. Dette betyder, at der skal kodes mindre tal og dette
har ved passende kodning allerede en komprimeringseffekt. Som det ses fra formel 6.12 og
6.13 er beregningen af koefficienterne ret kraevende. For en 8x8 blok kraeves 63 additioner
og 64 multiplikationer. FF'T kan bruges som udgangspunkt for konstruktion af en hurtig
DCT, men yderligere optimering kan fas ved udnyttelse af de symmetriegenskaber, der fas
ved specialisering til 8 x 8 blokke. I Pennebaker og Mitchell [19] er beskrevet flere hurtige
algoritmer til beregning af DCT. De udnytter bl.a. formlernes symmetriegenskaber. Med
moderne hardwareteknik og effektiv flydendetalsregning er det muligt at opna acceptable
implementeringer af algoritmen.

6.5.4 Kvantisering

Ved udviklingen af JPEG-standarden var det et af malene, at kompressionsparametren
skulle kunne valges frit. Dette opnas ved hjalp af kvantiseringen. Kvantisering er en
afbildning, hvor flere nabovaerdier afbildes pa én ny veaerdi, hvorved koefficienterne divideres
med en kvantiseringsfaktor ¢(u,v) og afrundes til neermeste integerveerdi. Hertil bruges
fglgende ligning

F(u,v)
q(u,v)
Ved den omvendte afbildning multipliceres den kvantiserede vaerdi med kvantiseringsfak-
toren. Ved denne transformation frem og tilbage sker i almindelighed et informationstab,
idet den kvantiserede vaerdi normalt ikke fgres tilbage til den oprindelige veerdi. Jo stgrre
kvantiseringsfaktoren er, desto er ogsa informationstabet. Dette informationstab kan ved
passende valg af kvantiseringsfaktoren holdes pa sa lavt et niveau, at det ikke kan ob-
serveres af gjet. Herved opnas let kompressioner under 1:10 uden at det rekonstruerede
billede kan skelnes fra originalen. Om det rekonstruerede billede kan skelnes fra originalen
afhenger ogsa af gengivelsesmediet og betragtningsafstanden.

Til kvantisering uden observerbart informationstab er der blevet udviklet optimerede
kvantiseringstabeller for lysstyrke og farvetoner. Disse findes bl.a. i Pennebaker og Mit-
chells bog [19]. T disse tabeller anvendes bedre (mindre) kvantiseringsfaktorer for DC-
koefficienter og lavfrekvente AC-koefficienter end for de hgjere frekvenser. Herved drager
man fordel af gjets frekvensfglsomhed. Ved implementering kan man som parameter angive
en gnsket kompressionsfaktor (eller billedkvalitet). Ved den pafglgende kompression bliver
kvantiseringsfaktoren skaleret i overensstemmelse hermed.

FOu,v) = [% + ] (6.14)

6.5.5 Koefficientkodning

Kodning af de kvantiserede koefficienter sker separat for DC- og AC-koefficienternes ved-
kommende. Ud fra 8x8 blokkene bliver der dannet en sekventiel (endimensional) bitstrgm
bestaende af 64 heltal (integers). DC-koefficientens forste veerdi er dog ikke den oprindelige
veerdi, men, som beskrevet under DCPM, differensen til DC-koefficienten i den foregaende
blok. Pa grund af DC-koefficienternes sammenhang (lille indbyrdes variation) fas ogsa
her betydeligt mindre tal end ved lagring af absolutveerdien. De 63 AC-koefficienter bliver
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Figur 6.3: Zig-zag sekvenskodning af koefficienter

frembragt som en zig-zag kurve (se fig. 6.3), hvorved der sker en ordning mod hgjere spa-
tiale frekvenser. Men da de hgjere frekvenskomponenter ofte er sma eller nul opnas herved
en for den videre kompression af billeddata gunstig raekkefglge.

6.5.6 Datakompression

De hidtil beskrevne metoder indeholder endnu ikke nogen eksplicit kompression men giver
blot en, og ved kraftig kvantisering af DCT-koefficienterne, ret grov transformation af
billeddata. For at kunne lagre de herved opnaede data i den mest muligt kompakt kodede
form stiller JPEG-standarden flere effektive metoder til disposition. Disse er fglgende:

e Repraesentation af variable-length-integers i stedet for heltal af fast leengde
o Komprimering ved hjzlp af Huffman-kodning
o Aritmetisk kodning

Aritmetisk kodning komprimerer bedre ned Huffman-kodning, men har den ulempe at
veaere belagt med forskellige patenter, saledes at der skal betales licensgebyr for brugen
heraf. Derfor benytter de fleste implementeringer Huffman-kodning.

Variable Length Integers

De hidtil beskrevne metoder har alle kun haft ét formal: man forsgger at transformere
data saledes at man far en repraesentation med de mindst mulige tal. Men ved DCT
er det muligt at tallene bliver 3 bit stgrre. Men da mange koefficienter forsvinder i den
efterfglgende kvantisering, betyder det ikke noget. Nar sma tal skal kodes, kan de lagres pa
mindre plads, siledes at der kan spares lagerplads. Ved fast praecision (f.eks. 8 bit) kraever
sma tal lige sa meget plads som store tal. Her kommer metoden variable-length-integers
(VLI) til hjzelp, idet man kan kode heltalsvaerdier med variabel laengde. Det er naturligvis
ngdvendigt for senere at kunne genskabe vardien at angive vaerdiens leengde samtidig med
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Bit Veerdi

0 0

1 1.1

2 3,223

3 T, ., —4,4,...,7

4 ~15,...,-8,8,...,15

5 —31,...,-16,16,...,31

15 | —=32767,...,—16384, 16384, ...,32767

Tabel 6.1: Kodning af variabel-laengde heltal (VLI).

Bit | Bits.Fortegn.Kode

0 | 000.
-1 ] 001.1
41 011.0.00

-21 | 101.1.0101
124 | 111.0.111100

Tabel 6.2: Eksempler pa VLI-er

kodningen. VLI-kodning er et specialtilfaelde af naturlig kodning, som er gennemgaet af
Peter Johansen [11]. Saledes har et tal x fglgende VLI-fremstilling

x =2 Bits.Fortegn.Kode (6.15)

hvor

Bits = |log, |z| + 1 (Antal efterfglgende bit)
Fortegn = 1 hvis x < 0 0 ellers, og
Code = |z|— 28"~ (2’s VLI-kodning)

Tabel 6.1 viser princippet for VLI-kodning og og 6.2 indeholder eksempler pa VLI-kodning.

6.5.7 Huffman-kodning

Data, som er frembragt i lossless-mode ved hjalp af DPCM, bliver sendt useendret videre til
Huffman-kodning. Fra de DCT-frembragte veerdier foretages en szerlig transformation for
at frembringe en god Huffman-kodbar kodesekvens. For DC- og AC-koefficienter benyttes
forskellige fremgangsmader. DC-koefficienterne bliver forst kodet ved hjzlp af DPCM,
hvor udgangspunktet for DC-koefficienten er den forudgaende blok, og herefter omdannet
til en VLI-veerdi. AC-koefficienterne bliver kodet ved hjxlp af en szrlig repraesentation.
Den genererede veerdi har formen
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(Leengde, Stgrrelse, Vaerdi)

Her er Lengde et 4-bit tal som svarer til antallet af nuller indtil naeste koefficient, der er
forskellig fra nul, Stgrrelse angiver antallet af bit, som vaerdien af ikke-nul koefficienter i
VLI-repraesentation har brug for. Endelig angiver Verd:i eksplicit koefficient-veerdien. Ved
begreaensningen til fire bit kan der hgjst angives 15 tegn pa en gang.

Ud fra denne repraesentation ses det, at det er fordelagtigst, hvis leengst mulige sekven-
ser af nuller skal kodes. Nu er det ogsa klart, hvorfor koefficienterne kodes efter zig-zag
mgnstret. Efter omdannelse fra matrixform til en sekventiel bitstrgm er AC-koefficienterne
sorteret, saledes at koefficienterne for de laveste frekvenser star forst og de hgjeste spatiale
frekvenser til sidst. Da vaerdierne svarende til de hgjeste frekvenser ofte er nul fremkommer
herved lange nul-sekvenser.

Blandt disse nulfglger er der to med en szrlig betydning. En nulsekvens, der gar til
slutningen af blokken kodes kun som blokslut (end-of-block, EOB) (undtagen nar sekven-
sens begyndelse falder sammen med blokkens slutning). Denne kodning har formen (0,0).
Verdi angives ikke. Kodede veerdier pa formen (15,0) svarer til nulsekvenser, der er laen-
gere end 15 tegn. Ogsa her ses bort fra kodningen af vaerdien (man antager implicit 0)
og der kodes videre i den naste sekvens. Herunder er hgjst 4 repraesentationer af formen
(Lengde,Storrelse) direkte bagefter mulige, idet der efter den fjerde skal angives en Verdi.

Efter denne omformning sker den egentlige Huffman-kodning. De data, der skal kodes,
undersgges forst med hensyn til deres statistiske sammensatning, idet der konstrueres en
tabel, som tilordner hvert symbol den hyppighed, hvormed det optraeder i datamateria-
let. Ud fra denne hyppighedstabel konstruerer algoritmen en Huffman-tabel, hvori hvert
symbol, der optraeder, far tilknyttet en ny “digitaliseret” veerdi. Den herved resulterende
Huffman-kode er mere kompakt jo hyppigere et symbol i den oprindelige kode forekommer.

Denne konstruktion af Huffman-tabellen ud fra datamaterialet bruges ikke altid. Ofte
anvendes prakonstruerede tabeller, som er genererede pa grundlag af statistisk karakteri-
sering af typiske datamaterialer. Hvis man skal opna optimal Huffman-kodning er det dog
ngdvendigt at generere tabellen ud fra det foreliggende datamateriale.

Huffman-kodens effektivitet afthaenger pa den ene side af stgrrelsen af det benyttede
kodealfabet, altsa maengden af de forekommende symboler, og pa den anden side af den
stokastiske fordeling af data. Hvis data er ensartet fordelt er Huffman-algoritmen ikke
sarlig effektiv og kompressionraten tilsvarende lav.

Aritmetiske kodning

Aritmetisk kodning forsgger ligesom Huffman-kodning at kode hvert tegn med den ide-
ale bitleengde, som svarer til tegnets informationsindhold (entropi). Huffman-kodning har
imidlertid den ulempe at et bestemt tegn skal tilordnes netop en bitfglge med en given
leengde.

Arritmetisk kodning benytter et andet princip: den betragter fordelingen af et tegn i
en sammenhzeng (kontekst). F.eks. er en nulkoefficient langt mere sandsynlig for de hgje
frekvenser end for de lave. Nul har derfor en kontekstathaengig fordeling. Ved aritmetisk
kodning far nul ikke tilknyttet en kodefglge men flere. Derved kan den gennemsnitlige
tegnleengde formindskes i forhold til Huffman-kodens. Til fremstillingen af den statistiske
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model tilordner den aritmetiske kode ikke et fast tal men et interval, der modsvarer sand-
synlighedens stgrrelse. Men da man betragter en kontekst bliver intervallet delt ved hvert
efterfglgende tegn. Kodealgoritmen kan kode en vilkarlig vaerdi i dette interval.

Den af JPEG anvendte kodning kan kun kode to symboler: nul og et. Til brug herfor
bliver kodealfabetet fgrst omdannet til et binaert afkodningstrae ligesom ved fremstillingen
af oversattelsestabellen ved Huffman-kodningen. For en detaljeret beskrivelse af aritme-
tisk kodning henvises til Peter Johansens noter [10]. ved aritmetisk kodning benyttes
selvfglgelig ikke prackodning med VLI.

6.5.8 Kodning af billeder med flere komponenter

Den datastrgm, der genereres ved hjalp af JPEG indeholder et eneste billede, hvor billedet
kan vaere sammensat af op til 255 billedkomponenter (kaldes ogsa farve- eller spektralband
eller kanaler). Den interne repraesentation af en komponent svarer til et todimensional
array af billedpunkter med en vandret og lodret oplgsning, der kan vaere forskellig fra
komponent til komponent. Oftest er der ved farvebilleder de tre komponenter Y, C, og
C,, men der er andre muligheder, f.eks. ved multispektrale billeder. Oplgsningen i de tre
farvekomponenter er normalt ikke ens. Saledes bliver forholdet Y:C} :C, reduceret til 2:1:1
ved 2x2 farvesubsampling og til 4:1:1 ved 4x4 farvesubsampling. Den i’te komponent har
dimensionen z; x y;. For at handtere formater i hvilke nogle billedkomponeneter samples
med en anden oplg|sning end andre kan komponeneter have forskellige dimensioner. Di-
mensionerne skal dog have en indbyrdes heltallig sammenhaeng (af hensyn til kodningen
i M-blokke, se senere). Denne defineres ved hjzlp af H; og V;, de relative horisontale og
vertikale samplingfaktorer, der skal angives for hver komponent. Den totale billedimen-
sion X x Y defineres som maksimum af x; og y; for alle komponenter i billedet og kan
veere ethvert tal op til 2'6. H og V tillades kun at antage heltalsveerdierne fra 1 til 4. De
kodede parametre er X,Y samt H; og V; for hver komponent. Dekoderen rekonstruerer
dimensionerne z; og y; for hver komponent ud fra fglgende sammenhaeng:

H;
T = [XHmaw—l (6.16)
Vi
. = [V 1
o= Vi (6:17)

hvor [] er betegner heltalsafrunding opad (ceiling). Disse oplgsningsfaktorer bliver angivet
for hver komponent i frameheaderen. Medens den DCT-baserede funktionsmetode arbej-
der med 8x8 pixel blokke sker den tabsfri kodning pixel for pixel. JPEG definerer sakaldte
dataenheder (data units, DU) til dette. I det forste tilfzelde er den en 8x8 blok, i det sidste
tilfeelde kun en pixel. Til kodningsproceduren bliver dataenhederne sammensat til mini-
malkodede enheder (minimal coded units, MCU). Hvis et billede kun har en komponent
bliver disse kodede i raekkefglge og en MCU svarer til en dataenhed. Hvis et billede bestar
af flere komponenter bliver disse af de ovennavnte grunde kodet overlappet. En MCU er
her en pakke med H; x V; dataenheder for hver komponent 7. Fig. 6.4 illustrerer dette ved
hjaelp af to sma billeder. Pa figur 6.4(a) er H = 2 og V =1 for Y-blokken og H =1,V =1
for de andre. Pa figur 6.4(b) er H =1,V = 2 for Y-blokken. Entropikoderen arbejder kun
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— 32 — 16 — — 16—
1T6 Y1 |ve|vs|va Cb1|Cb2 Crl | Cr2
l Y5 | ve | v7|vs Ch3 | Cb4 Cr3 | Cr4

MCU1=(Y1,Y2,Cb1,Crl
MCU2=(Y3,Y4,Cb2,Cr2
MCU3=(Y5.Y6,Cb3.Cr3
MCU4=(Y7.Y8,Cb4.Cr4

(b)<—16—> — 16 — ~— 16—

Y1 Y2 Cb1|Cb2 Crl | Cr2

5 | V3| Y4 Cb3 | Cba Cr3 | Cr4
Y5 | Y6 MCU1=(Y1,Y3,Cb1,Crl)
MCU2=(Y2,Y4,Cb2,Cr2

v7 | Y8 MCU3=(Y5.Y7,Cb3.Cr3

MCU4=(Y6,Y8,Cb4,Cr4)

Figur 6.4: Overlappet kodning og MCU-er

pa hele MCU-er. Svarer billedets oplgsning ikke til et helt antal MCU-er, bliver de sidste
raekker eller sgjler kodet flere gange. Afkoderen tager hgjde for denne redundans.

6.6 JPEG Interchange Format

JPEG-komiteen har fastlagt alle enkeltheder i algoritmen men har ikke defineret noget
alment anvendeligt dataformat for de komprimerede billeder. Kun det sakaldte JPEG
Interchange Format, der benyttes til fastleeggelsen af den egentlige JPEG-datastrgm, er
defineret. Et lille eksempel vil ggre den forskel mere klar: JPEG tillader farverum med 1,2,3
eller 4 komponenter. Kernealgoritmen bekymrer sig ikke om de enkelte farvers betydning,
men komprimerer og dekomprimerer en datastrgm efter visse regler. Derfor siger man at
JPEG er farveblind. Antallet af komponenter definerer heller ikke farverummet. F.eks.
bruger RGB og Y C,C, begge tre komponenter. Det format, der er defineret i standarden,
indeholder ingen information om det anvendte farverum, sa dette skal kodes ekstra ud over
den egentlige datastrgm.

Komprimerede data efter JPEG Interchange Format struktureres ved hjelp af sakaldte
markgrer (markers). Hver markgr identificerer begyndelsen af et markersegment. Hvert
markersegment, begynder med en byte FF (hex) fulgt af en anden byte, der angiver
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funktionen af den tilsvarende markgr. Fgr den forste FF-byte kan der valgfrit optraede
en eller flere udfyldningsbytes med vardien FF. FF-bytes, som genereres ved Huffman-
kodningen udstyres med en efterfglgende nul-byte for at undga forveksling med markgrer.
De fleste markersegmenter har variabel laengde og indeholder i starten to bytes, der an-
giver laengden af hele segmentet (incl. de to laengdebytes med excl. marker-bytes). Denne
struktur tillader andre programmer at behandle datastrgmmen uden at skulle tage sig af
Huffman-kodningen eller den aritmetiske kodning. Ud over markersegmenter indeholder
JPEG-formatet ogsa kodesegmenter, der indeholder output fra den beskrevne entropiko-
der. JPEG-datastrgmmen begynder med et SOI-maerke (start of image) og ender med
et EOI-maerke (end of image). Imellem disse findes én (eller i hierarkisk mode) flere fra-
mesegmenter, der begynder med et SOFn-marke (start of frame). Disse framesegmenter
sxtter alle de ngdvendige parametre for de billedgennemlgb, der forekommer i denne frame,
sasom billedstgrrelse, procedurernes ngjagtighed, antal komponenter og deres horisontale
og vertikale oplgsning. Parametren n angiver hvilken mode og kodningsmetode, der skal
benyttes ved behandlingen. Frame-segmenter bestar af et (eller i progressiv mode flere)
scansegmenter. I starten af et scansegment findes en SOS-markegr (start of scan) som
markerer begyndelsen af et billedgennemlgh og star direkte foran kodesegmentet. Hvis et
scansegment indeholder flere kodesegmenter, bliver disse adskilt af to byte lange RST-
markgrer (restart). Dette har den fordel, at de enkelte kodesegmenter kan lokaliseres uden
at data behgver at blive dekodede. Herved kan segmenterne overgives til separate processer
af operativsystemet og bearbejdes i parallel. Ud over de naevnte segmenter definerer JPEG
ogsa andre segmenter, f.eks. kvantiserings- og kodetabeller samt parametre for de enkelte
modi. For en ngjere gennemgang af JPEG Interchange formatet henvises til litteraturem,
f.eks. [19].

6.7 Resumé

JPEG-standarden stiller de fleste af de hjalpemidler, der kraves til billedkodning til
radighed. Lossless mode er kun defineret af hensyn til standardens fuldstaendighed, da
de opnaelige kompressionsrater og bearbejdningshastigheder kan sammenlignes med bil-
ledkodningsmetoderne TIFF, GIF og PPM. Sin vaesentligste styrke har standarden i de
modi, hvor den arbejder med den diskrete cosinustransformation. Ved disse modi kan
man let opna kompressionsrater mellem 1:10 og 1:50 uden at det komprimerede billede
med det blotte gje kan skelnes fra originalen. Dog har de DCT-baserede modi ogsa nogle
svagheder. Under kvantisering fjernes koefficienterne for de hgjfrekvente dele ofte. Ved
billeder med store kontrastforskelle eller hgj detailrigdom optraeder synlige tab. Seerligt
taber billedet i skarphed. Derfor er JPEG i mindre grad egnet til tegneserier, liniegrafik
og tekster, og i hgjere grad til billeder med glidende farveovergange. Man kan heller ikke
opna vilkarligt hgje kompressionsrater med JPEG. Ved store kvantiseringsfaktorer forelig-
ger den mulighed, at alle koefficienter bortset fra DC-koefficienten bliver nul. Derved far
man et billede, der udelukkende bestar af 8x8 blokke, hvilket naturligvis ikke kan bruges i
praksis. Trods dette er JPEG-algoritmen meget anvendelig, idet den ofte giver gode resul-
tater, og har den fordel, at den er vedtaget som standard, og dermed kan benyttes af alle.
JPEG-kompression af billeder har derfor ogsa vundet stor udbredelse i de senere ar, f.eks.
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ved kodning af billeder tilgaengelige via internettet (WWW) og som output fra digitale
kameraer.
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