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[SystemQ lemma ToNegatedDoubleImply:ΠA,B, C:A ` B ` ¬̇ (C)n ` ¬̇ ((A ⇒

B ⇒ C))n]
SystemQ proof of ToNegatedDoubleImply:

L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À A,B, C ;
L03: Premise À A ;
L04: Premise À B ;
L05: Premise À ¬̇ (C)n ;
L06: Premise À A⇒ B ⇒ C ;
L07: MP2 ¤ L06 ¤ L03 ¤ L04 À C ;
L08: FromContradiction ¤ L07 ¤

L05 À ¬̇ ((A ⇒ B ⇒ C))n ;
L09: Block À End ;
L10: Arbitrary À A,B, C ;
L03: Ded ¤ L09 À A ⇒ B ⇒ ¬̇ (C)n ⇒ (A ⇒ B ⇒

C) ⇒ ¬̇ ((A ⇒ B ⇒ C))n ;
L04: Premise À A ;
L05: Premise À B ;
L06: Premise À ¬̇ (C)n ;
L07: MP3¤L03¤L04¤L05¤L06 À (A ⇒ B ⇒ C) ⇒ ¬̇ ((A ⇒ B ⇒

C))n ;
L11: prop lemma imply negation ¤

L07 À ¬̇ ((A ⇒ B ⇒ C))n 2

[SystemQ lemma FromNegatedAnd(Imply): ΠA,B: ¬̇ ((A ∧̇ B))n ⇒ A ⇒
¬̇ (B)n]

SystemQ proof of FromNegatedAnd(Imply):
L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À A,B ;
L03: Premise À ¬̇ ((A ∧̇ B))n ;
L04: Premise À A ;
L05: FromNegatedAnd ¤ L03 ¤

L04 À ¬̇ (B)n ;
L06: Block À End ;
L07: Arbitrary À A,B ;
L08: Ded ¤ L06 À ¬̇ ((A ∧̇ B))n ⇒ A⇒ ¬̇ (B)n 2

[SystemQ lemma RemoveDoubleNeg(Consequent): ΠA,B:A ⇒ ¬̇ (¬̇ (B)n)n `
A ⇒ B]

SystemQ proof of RemoveDoubleNeg(Consequent):
L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À A,B ;
L03: Premise À A⇒ ¬̇ (¬̇ (B)n)n ;
L04: Premise À A ;
L05: MP ¤ L03 ¤ L04 À ¬̇ (¬̇ (B)n)n ;
L06: RemoveDoubleNeg ¤ L05 À B ;
L07: Block À End ;
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L08: Arbitrary À A,B ;
L03: Ded ¤ L07 À (A ⇒ ¬̇ (¬̇ (B)n)n) ⇒ A⇒ B ;
L04: Premise À A⇒ ¬̇ (¬̇ (B)n)n ;
L09: MP ¤ L03 ¤ L04 À A⇒ B 2

[SystemQ lemma (A)to( E )(Imply): ΠV1,A: ∀V1:A ⇒ ¬̇ (∃V1: ¬̇ (A)n)n]
SystemQ proof of (A)to( E )(Imply):

L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À V1,A ;
L03: Premise À ∀V1:A ;
L04: A4 @ V1 ¤ L03 À A ;
L05: AddDoubleNeg ¤ L04 À ¬̇ (¬̇ (A)n)n ;
L06: Gen ¤ L05 À ∀V1: ¬̇ (¬̇ (A)n)n ;
L07: AddDoubleNeg ¤ L06 À ¬̇ (¬̇ (∀V1: ¬̇ (¬̇ (A)n)n)n)n ;
L08: Repetition ¤ L07 À ¬̇ (∃V1: ¬̇ (A)n)n ;
L09: Block À End ;
L10: Arbitrary À V1,A ;
L11: Ded ¤ L09 À ∀V1:A ⇒ ¬̇ (∃V1: ¬̇ (A)n)n 2

[SystemQ lemma (E)to( A )(Imply): ΠV1,A: ∃V1:A ⇒ ¬̇ (∀V1: ¬̇ (A)n)n]
SystemQ proof of (E)to( A )(Imply):

L01: Arbitrary À V1,A ;
L02: AutoImply À ¬̇ (∀V1: ¬̇ (A)n)n ⇒

¬̇ (∀V1: ¬̇ (A)n)n ;
L03: Repetition ¤ L02 À ∃V1:A ⇒ ¬̇ (∀V1: ¬̇ (A)n)n 2

[SystemQ lemma (E )to( A)(Imply): ΠV1,A: ∃V1: ¬̇ (A)n ⇒ ¬̇ (∀V1:A)n]
SystemQ proof of (E )to( A)(Imply):

L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À V1,A ;
L03: Premise À ∃V1: ¬̇ (A)n ;
L04: AddDoubleNeg ¤ L03 À ¬̇ (¬̇ (∃V1: ¬̇ (A)n)n)n ;
L05: (A)to( E )(Imply) À ∀V1:A ⇒ ¬̇ (∃V1: ¬̇ (A)n)n ;
L06: MT ¤ L05 ¤ L04 À ¬̇ (∀V1:A)n ;
L07: Block À End ;
L08: Arbitrary À V1,A ;
L09: Ded ¤ L07 À ∃V1: ¬̇ (A)n ⇒ ¬̇ (∀V1:A)n 2

[SystemQ lemma AddNegatedAll: ΠV1,A,B:B ⇒ A ` ¬̇ (∀V1:A)n ⇒ ¬̇ (∀V1:B)n]
SystemQ proof of AddNegatedAll:

L01: Arbitrary À V1,A,B ;
L02: Premise À B ⇒ A ;
L03: AddAll ¤ L02 À ∀V1:B ⇒ ∀V1:A ;
L04: Contrapositive ¤ L03 À ¬̇ (∀V1:A)n ⇒ ¬̇ (∀V1:B)n 2

[SystemQ lemma ToNegatedAEA:ΠV1,V2, V3,A:∃V1: ∀V2: ∃V3: ¬̇ (A)n `
¬̇ (∀V1:∃V2: ∀V3:A)n]

SystemQ proof of ToNegatedAEA:
L01: Arbitrary À V1,V2, V3,A ;
L02: Premise À ∃V1: ∀V2:∃V3: ¬̇ (A)n ;
L03: (E )to( A)(Imply) À ∃V3: ¬̇ (A)n ⇒ ¬̇ (∀V3:A)n ;
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L04: AddNegatedAll ¤ L03 À ¬̇ (∀V2: ¬̇ (∀V3:A)n)n ⇒
¬̇ (∀V2: ∃V3: ¬̇ (A)n)n ;

L05: (E)to( A )(Imply) À ∃V2: ∀V3:A ⇒
¬̇ (∀V2: ¬̇ (∀V3:A)n)n ;

L06: ImplyTransitivity¤L05¤L04 À
∃V2: ∀V3:A ⇒
¬̇ (∀V2: ∃V3: ¬̇ (A)n)n ;

L07: AddNegatedAll ¤ L06 À ¬̇ (∀V1: ¬̇ (∀V2: ∃V3: ¬̇ (A)n)n)n ⇒
¬̇ (∀V1: ∃V2: ∀V3:A)n ;

L08: (E)to( A )(Imply) À ∃V1: ∀V2:∃V3: ¬̇ (A)n ⇒
¬̇ (∀V1: ¬̇ (∀V2: ∃V3: ¬̇ (A)n)n)n

;
L09: ImplyTransitivity¤L08¤L07 À

∃V1: ∀V2:∃V3: ¬̇ (A)n ⇒
¬̇ (∀V1: ∃V2: ∀V3:A)n ;

L10: MP ¤ L09 ¤ L02 À ¬̇ (∀V1: ∃V2: ∀V3:A)n 2

[SystemQ lemma (A )to( E): ΠV1,A: ∀V1: ¬̇ (A)n ` ¬̇ (∃V1:A)n]
SystemQ proof of (A )to( E):

L01: Arbitrary À V1,A ;
L02: Premise À ∀V1: ¬̇ (A)n ;
L03: AddDoubleNeg ¤ L02 À ¬̇ (¬̇ (∀V1: ¬̇ (A)n)n)n ;
L04: Repetition ¤ L03 À ¬̇ (∃V1:A)n 2

[SystemQ lemma ExistMP3:ΠV1,V2, V3,A,B, C,D:A ⇒ B ⇒ C ⇒ D `
∃V1:A ` ∃V2:B ` ∃V3: C ` D]

SystemQ proof of ExistMP3:
L01: Arbitrary À V1,V2, V3,A,B, C,D ;
L02: Premise À A⇒ B ⇒ C ⇒ D ;
L03: Premise À ∃V1:A ;
L04: Premise À ∃V2:B ;
L05: Premise À ∃V3: C ;
L06: ExistMP2¤L02¤L03¤L04 À C ⇒ D ;
L07: ExistMP ¤ L06 ¤ L05 À D 2

[SystemQ lemma PositiveToLeft(Eq):ΠX ,Y,Z:X = (Y +Z) ` (X −Z) =
Y]

SystemQ proof of PositiveToLeft(Eq):
L01: Arbitrary À X ,Y,Z ;
L02: Premise À X = (Y + Z) ;
L03: eqAddition ¤ L02 À (X − Z) = ((Y + Z)−Z) ;
L04: x = x + y − y À Y = ((Y + Z)−Z) ;
L05: eqSymmetry ¤ L04 À ((Y + Z)−Z) = Y ;
L06: eqTransitivity ¤ L03 ¤ L05 À (X − Z) = Y 2

——–
[SystemQ lemma ExpZero(Exact): ΠX :X (exp)0 = 1]
SystemQ proof of ExpZero(Exact):

L01: Arbitrary À X ;
L02: eqReflexivity À 0 = 0 ;
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L03: ExpZero ¤ L02 À X (exp)0 = 1 2

[SystemQ lemma (+1)IsPositive(N):ΠM: Nat(M) `̀ 0 < (M+ 1)]
SystemQ proof of (+1)IsPositive(N):

L01: Arbitrary À M ;
L02: Side-condition À Nat(M) ;
L03: Nonnegative(N) ¤¤ L02 À 0 <= M ;
L04: Leq + 1 ¤ L03 À 0 < (M+ 1) 2

[SystemQ lemma SameExp(Base): ΠN ,X : ∀N : (0 = N ⇒ X (exp)0 = X (exp)N )]
SystemQ proof of SameExp(Base):

L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À N ,X ;
L03: Premise À 0 = N ;
L04: ExpZero(Exact) À X (exp)0 = 1 ;
L05: eqSymmetry ¤ L03 À N = 0 ;
L06: ExpZero ¤ L05 À X (exp)N = 1 ;
L07: eqSymmetry ¤ L06 À 1 = X (exp)N ;
L08: eqTransitivity ¤ L04 ¤ L07 À X (exp)0 = X (exp)N ;
L09: Block À End ;
L10: Arbitrary À N ,X ;
L03: Ded ¤ L09 À 0 = N ⇒ X (exp)0 = X (exp)N ;
L11: Gen ¤ L03 À ∀N : (0 = N ⇒ X (exp)0 =

X (exp)N ) 2

[SystemQ lemma SameExp(Indu):ΠM,N ,X :∀N : (M = N ⇒ X (exp)M =
X (exp)N ) ⇒ ∀N : ((M+ 1) = N ⇒ X (exp)((M+ 1)) = X (exp)N )]

SystemQ proof of SameExp(Indu):
L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À M,N ,X ;
L03: Block À Begin ;
L04: Arbitrary À M,N ,X ;
L05: Premise À ∀N : (M = N ⇒ X (exp)M =

X (exp)N ) ;
L06: Premise À (M+ 1) = N ;
L07: (+1)IsPositive(N) À 0 < (M+ 1) ;
L08: ExpPositive ¤ L07 À X (exp)((M + 1)) = (X ∗

X (exp)(((M+ 1)− 1))) ;
L09: x = x + y − y À M = ((M+ 1)− 1) ;
L10: A4 @((M+ 1)− 1) ¤ L05 À M = ((M + 1) − 1) ⇒

X (exp)M = X (exp)(((M+1)−
1)) ;

L11: MP ¤ L10 ¤ L09 À X (exp)M = X (exp)(((M+1)−
1)) ;

L12: eqSymmetry ¤ L11 À X (exp)(((M + 1) − 1)) =
X (exp)M ;

L13: EqMultiplicationLeft ¤ L12 À (X ∗ X (exp)(((M+ 1)− 1))) =
(X ∗ X (exp)M) ;
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L14: A4 @(N − 1) ¤ L05 À M = (N − 1) ⇒ X (exp)M =
X (exp)((N − 1)) ;

L15: PositiveToRight(Eq) ¤ L06 À M = (N − 1) ;
L16: MP ¤ L14 ¤ L15 À X (exp)M = X (exp)((N − 1)) ;
L17: EqMultiplicationLeft ¤ L16 À (X ∗ X (exp)M) = (X ∗

X (exp)((N − 1))) ;
L18: SubLessRight ¤ L06 ¤ L07 À 0 < N ;
L19: ExpPositive ¤ L18 À X (exp)N = (X ∗ X (exp)((N −

1))) ;
L20: eqSymmetry ¤ L19 À (X ∗ X (exp)((N − 1))) =

X (exp)N ;
L21: eqTransitivity5 ¤ L08 ¤ L13 ¤

L17 ¤ L20 À X (exp)((M+ 1)) = X (exp)N ;
L22: Block À End ;
L05: Ded ¤ L22 À ∀N : (M = N ⇒ X (exp)M =

X (exp)N ) ⇒ (M + 1) = N ⇒
X (exp)((M+ 1)) = X (exp)N ;

L06: Premise À ∀N : (M = N ⇒ X (exp)M =
X (exp)N ) ;

L07: MP ¤ L05 ¤ L06 À (M+ 1) = N ⇒ X (exp)((M+
1)) = X (exp)N ;

L23: Gen ¤ L07 À ∀N : ((M + 1) = N ⇒
X (exp)((M+ 1)) = X (exp)N ) ;

L24: Block À End ;
L25: Arbitrary À M,N ,X ;
L26: Ded ¤ L24 À ∀N : (M = N ⇒ X (exp)M =

X (exp)N ) ⇒ ∀N : ((M + 1) =
N ⇒ X (exp)((M + 1)) =
X (exp)N ) 2

[SystemQ lemma SameExp:ΠM,N ,X :M = N ` X (exp)M = X (exp)N ]
SystemQ proof of SameExp:

L01: Arbitrary À M,N ,X ;
L02: Premise À M = N ;
L03: SameExp(Base) À ∀N : (0 = N ⇒ X (exp)0 =

X (exp)N ) ;
L04: SameExp(Indu) À ∀N : (M = N ⇒ X (exp)M =

X (exp)N ) ⇒ ∀N : ((M + 1) =
N ⇒ X (exp)((M + 1)) =
X (exp)N ) ;

L05: Induction ¤ L03 ¤ L04 À ∀N : (M = N ⇒ X (exp)M =
X (exp)N ) ;

L06: A4 @N ¤ L05 À M = N ⇒ X (exp)M =
X (exp)N ;

L07: MP ¤ L06 ¤ L02 À X (exp)M = X (exp)N 2

————
[SystemQ lemma Exp(+1):ΠM,X :X (exp)((M+ 1)) = (X ∗ X (exp)M)]
SystemQ proof of Exp(+1):
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L01: Arbitrary À M,X ;
L02: (+1)IsPositive(N) À 0 < (M+ 1) ;
L03: ExpPositive ¤ L02 À X (exp)((M + 1)) = (X ∗

X (exp)(((M+ 1)− 1))) ;
L04: x = x + y − y À M = ((M+ 1)− 1) ;
L05: SameExp ¤ L04 À X (exp)M = X (exp)(((M+1)−

1)) ;
L06: EqMultiplicationLeft ¤ L05 À (X ∗ X (exp)M) = (X ∗

X (exp)(((M+ 1)− 1))) ;
L07: eqSymmetry ¤ L06 À (X ∗ X (exp)(((M+ 1)− 1))) =

(X ∗ X (exp)M) ;
L08: eqTransitivity ¤ L03 ¤ L07 À X (exp)((M + 1)) = (X ∗

X (exp)M) 2

[SystemQ lemma DistributionOut(Minus): ΠX ,Y,Z: ((X ∗Y)− (X ∗Z)) =
(X ∗ ((Y − Z)))]

SystemQ proof of DistributionOut(Minus):
L01: Arbitrary À X ,Y,Z ;
L02: Times(−1)Left À ((−1) ∗ ((X ∗ Z))) = (−u((X ∗

Z))) ;
L03: eqSymmetry ¤ L02 À (−u((X ∗ Z))) = ((−1) ∗ ((X ∗

Z))) ;
L04: timesCommutativity À ((−1) ∗ ((X ∗ Z))) = ((X ∗ Z) ∗

(−1)) ;
L05: timesAssociativity À ((X ∗ Z) ∗ (−1)) = (X ∗ ((Z ∗

(−1)))) ;
L06: Times(−1) À (Z ∗ (−1)) = (−uZ) ;
L07: EqMultiplicationLeft ¤ L06 À (X ∗ ((Z ∗ (−1)))) = (X ∗

((−uZ))) ;
L08: eqTransitivity5 ¤ L03 ¤ L04 ¤

L05 ¤ L07 À (−u((X ∗ Z))) = (X ∗ ((−uZ))) ;
L09: EqAdditionLeft ¤ L08 À ((X ∗Y)−(X ∗Z)) = ((X ∗Y)+

(X ∗ ((−uZ)))) ;
L10: DistributionOut À ((X ∗Y)+(X ∗((−uZ)))) = (X ∗

((Y − Z))) ;
L11: eqTransitivity ¤ L09 ¤ L10 À ((X ∗Y)−(X ∗Z)) = (X ∗((Y−

Z))) 2

[SystemQ lemma (1/2)(x+y)−x = (1/2)(y−x):ΠX ,Y: ((1/2∗((X+Y)))−
X ) = (1/2 ∗ ((Y − X )))]

SystemQ proof of (1/2)(x + y)− x = (1/2)(y − x):
L01: Arbitrary À X ,Y ;
L02: Distribution À (1/2∗ ((X +Y))) = ((1/2∗X )+

(1/2 ∗ Y)) ;
L03: eqAddition ¤ L02 À ((1/2∗((X+Y)))−X ) = (((1/2∗

X ) + (1/2 ∗ Y))−X ) ;
L04: plusCommutativity À ((1/2∗X )+(1/2∗Y)) = ((1/2∗

Y) + (1/2 ∗ X )) ;
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L05: eqAddition ¤ L04 À (((1/2 ∗ X ) + (1/2 ∗ Y))−X ) =
(((1/2 ∗ Y) + (1/2 ∗ X ))−X ) ;

L06: plusAssociativity À (((1/2 ∗ Y) + (1/2 ∗ X ))−X ) =
((1/2 ∗ Y) + (((1/2 ∗ X )−X ))) ;

L07: TwoHalves À ((1/2 ∗ X ) + (1/2 ∗ X )) = X ;
L08: PositiveToRight(Eq) ¤ L07 À (1/2 ∗ X ) = (X − (1/2 ∗ X )) ;
L09: EqNegated ¤ L08 À (−u((1/2 ∗ X ))) = (−u((X −

(1/2 ∗ X )))) ;
L10: MinusNegated À (−u((X − (1/2∗X )))) = ((1/2∗

X )−X ) ;
L11: eqTransitivity ¤ L09 ¤ L10 À (−u((1/2 ∗ X ))) = ((1/2 ∗ X )−

X ) ;
L12: eqSymmetry ¤ L11 À ((1/2 ∗ X ) − X ) = (−u((1/2 ∗

X ))) ;
L13: EqAdditionLeft ¤ L12 À ((1/2∗Y)+(((1/2∗X )−X ))) =

((1/2 ∗ Y)− (1/2 ∗ X )) ;
L14: DistributionOut(Minus) À ((1/2 ∗ Y)− (1/2 ∗ X )) = (1/2 ∗

((Y − X ))) ;
L15: eqTransitivity6 ¤ L03 ¤ L05 ¤

L06 ¤ L13 ¤ L14 À ((1/2∗ ((X +Y)))−X ) = (1/2∗
((Y − X ))) 2

[SystemQ lemma y− (1/2)(x + y) = (1/2)(y− x):ΠX ,Y: (Y − (1/2 ∗ ((X +
Y)))) = (1/2 ∗ ((Y − X )))]

SystemQ proof of y − (1/2)(x + y) = (1/2)(y − x):
L01: Arbitrary À X ,Y ;
L02: Distribution À (1/2∗ ((X +Y))) = ((1/2∗X )+

(1/2 ∗ Y)) ;
L03: EqNegated ¤ L02 À (−u((1/2 ∗ ((X + Y))))) =

(−u(((1/2 ∗ X ) + (1/2 ∗ Y)))) ;
L04: EqAdditionLeft ¤ L03 À (Y − (1/2 ∗ ((X + Y)))) = (Y −

(((1/2 ∗ X ) + (1/2 ∗ Y)))) ;
L05: plusCommutativity À ((1/2∗X )+(1/2∗Y)) = ((1/2∗

Y) + (1/2 ∗ X )) ;
L06: EqNegated ¤ L05 À (−u(((1/2 ∗ X ) + (1/2 ∗ Y)))) =

(−u(((1/2 ∗ Y) + (1/2 ∗ X )))) ;
L07: −x− y = −(x + y) À ((−u((1/2 ∗ Y)))− (1/2 ∗ X )) =

(−u(((1/2 ∗ Y) + (1/2 ∗ X )))) ;
L08: eqSymmetry ¤ L07 À (−u(((1/2 ∗ Y) + (1/2 ∗ X )))) =

((−u((1/2 ∗ Y)))− (1/2 ∗ X )) ;
L09: eqTransitivity ¤ L06 ¤ L08 À (−u(((1/2 ∗ X ) + (1/2 ∗ Y)))) =

((−u((1/2 ∗ Y)))− (1/2 ∗ X )) ;
L10: EqAdditionLeft ¤ L09 À (Y− (((1/2∗X )+(1/2∗Y)))) =

(Y + (((−u((1/2 ∗ Y)))− (1/2 ∗
X )))) ;

L11: plusAssociativity À ((Y − (1/2 ∗ Y))− (1/2 ∗ X )) =
(Y + (((−u((1/2 ∗ Y)))− (1/2 ∗
X )))) ;
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L12: eqSymmetry ¤ L11 À (Y + (((−u((1/2 ∗ Y)))− (1/2 ∗
X )))) = ((Y−(1/2∗Y))−(1/2∗
X )) ;

L13: TwoHalves À ((1/2 ∗ Y) + (1/2 ∗ Y)) = Y ;
L14: PositiveToRight(Eq) ¤ L13 À (1/2 ∗ Y) = (Y − (1/2 ∗ Y)) ;
L15: eqSymmetry ¤ L14 À (Y − (1/2 ∗ Y)) = (1/2 ∗ Y) ;
L16: eqAddition ¤ L15 À ((Y − (1/2 ∗ Y))− (1/2 ∗ X )) =

((1/2 ∗ Y)− (1/2 ∗ X )) ;
L17: DistributionOut(Minus) À ((1/2 ∗ Y)− (1/2 ∗ X )) = (1/2 ∗

((Y − X ))) ;
L18: eqTransitivity6 ¤ L04 ¤ L10 ¤

L12 ¤ L16 ¤ L17 À (Y − (1/2∗ ((X +Y)))) = (1/2∗
((Y − X ))) 2

————–
[SystemQ lemma PositiveBase(Base): ΠX : 0 < X (exp)0]
SystemQ proof of PositiveBase(Base):

L01: Arbitrary À X ;
L02: ExpZero(Exact) À X (exp)0 = 1 ;
L03: eqSymmetry ¤ L02 À 1 = X (exp)0 ;
L04: 0 < 1 À 0 < 1 ;
L05: SubLessRight ¤ L03 ¤ L04 À 0 < X (exp)0 2

[SystemQ lemma PositiveBase(Indu):ΠM,X : 0 < X ` 0 < X (exp)M ⇒
0 < X (exp)((M+ 1))]

SystemQ proof of PositiveBase(Indu):
L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À M,X ;
L03: Premise À 0 < X ;
L04: Premise À 0 < X (exp)M ;
L05: Exp(+1) À X (exp)((M + 1)) = (X ∗

X (exp)M) ;
L06: eqSymmetry ¤ L05 À (X∗X (exp)M) = X (exp)((M+

1)) ;
L07: PositiveFactors ¤ L03 ¤ L04 À 0 < (X ∗ X (exp)M) ;
L08: SubLessRight ¤ L06 ¤ L07 À 0 < X (exp)((M+ 1)) ;
L09: Block À End ;
L10: Arbitrary À M,X ;
L03: Ded ¤ L09 À 0 < X ⇒ 0 < X (exp)M⇒ 0 <

X (exp)((M+ 1)) ;
L04: Premise À 0 < X ;
L11: MP ¤ L03 ¤ L04 À 0 < X (exp)M ⇒ 0 <

X (exp)((M+ 1)) 2

[SystemQ lemma PositiveBase:ΠM,X : 0 < X ` 0 < X (exp)M]
SystemQ proof of PositiveBase:

L01: Arbitrary À M,X ;
L02: Premise À 0 < X ;
L03: PositiveBase(Base) À 0 < X (exp)0 ;
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L04: PositiveBase(Indu) ¤ L02 À 0 < X (exp)M ⇒ 0 <
X (exp)((M+ 1)) ;

L05: Induction ¤ L03 ¤ L04 À 0 < X (exp)M 2

[SystemQ lemma PositiveToRight(Eq)(1term):ΠX ,Y:X = Y ` 0 = (Y −
X )]

SystemQ proof of PositiveToRight(Eq)(1term):
L01: Arbitrary À X ,Y ;
L02: Premise À X = Y ;
L03: eqSymmetry ¤ L02 À Y = X ;
L04: PositiveToLeft(Eq)(1term) ¤

L03 À (Y − X ) = 0 ;
L05: eqSymmetry ¤ L04 À 0 = (Y − X ) 2

———
[SystemQ lemma BSzero(Exact): ΠM: BS(M, 0) = 1/2(exp)M]
SystemQ proof of BSzero(Exact):

L01: Arbitrary À M ;
L02: eqReflexivity À 0 = 0 ;
L03: BSzero ¤ L02 À BS(M, 0) = 1/2(exp)M 2

[SystemQ lemma SameBS(2)(Base): ΠM, N2: ∀N2: (0 = N2 ⇒ BS(M, 0) =
BS(M, N2))]

SystemQ proof of SameBS(2)(Base):
L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À M, N2 ;
L03: Premise À 0 = N2 ;
L04: eqSymmetry ¤ L03 À N2 = 0 ;
L05: BSzero ¤ L04 À BS(M, N2) = 1/2(exp)(M) ;
L06: eqSymmetry ¤ L05 À 1/2(exp)(M) = BS(M, N2) ;
L07: BSzero(Exact) À BS(M, 0) = 1/2(exp)(M) ;
L08: eqTransitivity ¤ L07 ¤ L06 À BS(M, 0) = BS(M, N2) ;
L09: Block À End ;
L10: Arbitrary À M, N2 ;
L03: Ded ¤ L09 À 0 = N2 ⇒ BS(M, 0) =

BS(M, N2) ;
L11: Gen ¤ L03 À ∀N2: (0 = N2 ⇒ BS(M, 0) =

BS(M, N2)) 2

[SystemQ lemma SameBS(2)(Indu):ΠM,N1, N2:∀N2: (N1 = N2 ⇒ BS(M, N1) =
BS(M, N2)) ⇒ ∀N2: ((N1 + 1) = N2 ⇒ BS(M, (N1 + 1)) = BS(M, N2))]

SystemQ proof of SameBS(2)(Indu):
L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À M, N1, N2 ;
L03: Block À Begin ;
L04: Arbitrary À M, N1, N2 ;
L05: Premise À ∀N2: (N1 = N2 ⇒

BS(M, N1) = BS(M, N2))
;

L06: Premise À (N1 + 1) = N2 ;
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L07: (+1)IsPositive(N) À 0 < (N1 + 1) ;
L08: BSpositive ¤ L07 À BS(M, (N1 + 1)) =

(1/2(exp)((M + ((N1 + 1)))) +
BS(M, ((N1 + 1)− 1))) ;

L09: x = x + y − y À N1 = ((N1 + 1)− 1) ;
L10: A4 @((N1 + 1)− 1) ¤ L05 À N1 = ((N1 + 1) − 1) ⇒

BS(M, N1) = BS(M, ((N1 +
1)− 1)) ;

L11: MP ¤ L10 ¤ L09 À BS(M, N1) = BS(M, ((N1 +
1)− 1)) ;

L12: eqSymmetry ¤ L11 À BS(M, ((N1 + 1) − 1)) =
BS(M, N1) ;

L13: EqAdditionLeft ¤ L12 À (1/2(exp)((M + ((N1 + 1)))) +
BS(M, ((N1 + 1) − 1))) =
(1/2(exp)((M + ((N1 + 1)))) +
BS(M, N1)) ;

L14: PositiveToRight(Eq) ¤ L06 À N1 = (N2 − 1) ;
L15: A4 @(N2 − 1) ¤ L05 À N1 = (N2 − 1) ⇒ BS(M,N1) =

BS(M, (N2 − 1)) ;
L16: MP ¤ L15 ¤ L14 À BS(M, N1) = BS(M, (N2 − 1)) ;
L17: EqAdditionLeft ¤ L16 À (1/2(exp)((M + ((N1 + 1)))) +

BS(M, N1)) = (1/2(exp)((M+
((N1 +1))))+BS(M, (N2−1))) ;

L18: EqAdditionLeft ¤ L06 À (M+ ((N1 + 1))) = (M+ N2) ;
L19: SameExp ¤ L18 À 1/2(exp)((M + ((N1 + 1)))) =

1/2(exp)((M+ N2)) ;
L20: eqAddition ¤ L19 À (1/2(exp)((M + ((N1 +

1)))) + BS(M, (N2 − 1))) =
(1/2(exp)((M + N2)) +
BS(M, (N2 − 1))) ;

L21: SubLessRight ¤ L06 ¤ L07 À 0 < N2 ;
L22: BSpositive ¤ L21 À BS(M, N2) = (1/2(exp)((M +

N2)) + BS(M, (N2 − 1))) ;
L23: eqSymmetry ¤ L22 À (1/2(exp)((M + N2)) +

BS(M, (N2−1))) = BS(M,N2) ;
L24: eqTransitivity6 ¤ L08 ¤ L13 ¤

L17 ¤ L20 ¤ L23 À BS(M, (N1 + 1)) = BS(M, N2) ;
L25: Block À End ;
L05: Ded ¤ L25 À ∀N2: (N1 = N2 ⇒

BS(M, N1) = BS(M, N2)) ⇒
(N1 + 1) = N2 ⇒
BS(M, (N1 + 1)) = BS(M, N2) ;

L06: Premise À ∀N2: (N1 = N2 ⇒
BS(M, N1) = BS(M, N2))

;
L07: MP ¤ L05 ¤ L06 À (N1 + 1) = N2 ⇒ BS(M, (N1 +

1)) = BS(M,N2) ;
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L26: Gen ¤ L07 À ∀N2: ((N1 + 1) = N2 ⇒
BS(M, (N1 +1)) = BS(M, N2)) ;

L27: Block À End ;
L28: Arbitrary À M, N1, N2 ;
L29: Ded ¤ L27 À ∀N2: (N1 = N2 ⇒

BS(M, N1) = BS(M, N2)) ⇒
∀N2: ((N1 + 1) = N2 ⇒
BS(M, (N1 +1)) = BS(M, N2)) 2

[SystemQ lemma SameBS(2):ΠM, N1,N2: N1 = N2 ` BS(M,N1) = BS(M,N2)]
SystemQ proof of SameBS(2):

L01: Arbitrary À M, N1, N2 ;
L02: Premise À N1 = N2 ;
L03: SameBS(2)(Base) À ∀N2: (0 = N2 ⇒ BS(M, 0) =

BS(M, N2)) ;
L04: SameBS(2)(Indu) À ∀N2: (N1 = N2 ⇒

BS(M, N1) = BS(M, N2)) ⇒
∀N2: ((N1 + 1) = N2 ⇒
BS(M, (N1 +1)) = BS(M, N2)) ;

L05: Induction ¤ L03 ¤ L04 À ∀N2: (N1 = N2 ⇒
BS(M, N1) = BS(M, N2))

;
L06: A4 @ N2 ¤ L05 À N1 = N2 ⇒ BS(M,N1) =

BS(M, N2) ;
L07: MP ¤ L06 ¤ L02 À BS(M, N1) = BS(M, N2) 2

————–
[SystemQ lemma NegativeToLeft(Less)(1term):ΠX ,Y: 0 < (X − Y) ` Y <

X ]
SystemQ proof of NegativeToLeft(Less)(1term):

L01: Arbitrary À X ,Y ;
L02: Premise À 0 < (X − Y) ;
L03: LessAddition ¤ L02 À (0 + Y) < ((X − Y) + Y) ;
L04: plus0Left À (0 + Y) = Y ;
L05: SubLessLeft ¤ L04 ¤ L03 À Y < ((X − Y) + Y) ;
L06: Three2threeTerms À ((X −Y) +Y) = ((X +Y)−Y) ;
L07: x = x + y − y À X = ((X + Y)− Y) ;
L08: eqSymmetry ¤ L07 À ((X + Y)− Y) = X ;
L09: eqTransitivity ¤ L06 ¤ L08 À ((X − Y) + Y) = X ;
L10: SubLessRight ¤ L09 ¤ L05 À Y < X 2

[SystemQ lemma BS(+1):ΠM,N : BS(M, (N+1)) = (1/2(exp)(((M+N )+
1)) + BS(M,N ))]

SystemQ proof of BS(+1):
L01: Arbitrary À M,N ;
L02: (+1)IsPositive(N) À 0 < (N + 1) ;
L03: BSpositive ¤ L02 À BS(M, (N + 1)) =

(1/2(exp)((M + ((N + 1)))) +
BS(M, ((N + 1)− 1))) ;
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L04: plusAssociativity À ((M+N )+1) = (M+((N+1))) ;
L05: SameExp ¤ L04 À 1/2(exp)(((M + N ) + 1)) =

1/2(exp)((M+ ((N + 1)))) ;
L06: eqSymmetry ¤ L05 À 1/2(exp)((M + ((N + 1)))) =

1/2(exp)(((M+N ) + 1)) ;
L07: x = x + y − y À N = ((N + 1)− 1) ;
L08: SameBS(2) ¤ L07 À BS(M,N ) = BS(M, ((N +1)−

1)) ;
L09: eqSymmetry ¤ L08 À BS(M, ((N + 1) − 1)) =

BS(M,N ) ;
L10: AddEquations ¤ L06 ¤ L09 À (1/2(exp)((M + ((N + 1)))) +

BS(M, ((N + 1) − 1))) =
(1/2(exp)(((M + N ) + 1)) +
BS(M,N )) ;

L11: eqTransitivity ¤ L03 ¤ L10 À BS(M, (N + 1)) =
(1/2(exp)(((M + N ) + 1)) +
BS(M,N )) 2

[SystemQ lemma BSbound(Exact)(Base): ΠM: (BS((M+1), 0)+1/2(exp)(((M+
1) + 0))) = 1/2(exp)M]

SystemQ proof of BSbound(Exact)(Base):
L01: Arbitrary À M ;
L02: BSzero(Exact) À BS((M + 1), 0) =

1/2(exp)((M+ 1)) ;
L03: Exp(+1) À 1/2(exp)((M + 1)) = (1/2 ∗

1/2(exp)M) ;
L04: eqTransitivity ¤ L02 ¤ L03 À BS((M + 1), 0) = (1/2 ∗

1/2(exp)M) ;
L05: plus0 À ((M+ 1) + 0) = (M+ 1) ;
L06: SameExp ¤ L05 À 1/2(exp)(((M + 1) + 0)) =

1/2(exp)((M+ 1)) ;
L07: eqTransitivity ¤ L06 ¤ L03 À 1/2(exp)(((M+1)+0)) = (1/2∗

1/2(exp)M) ;
L08: AddEquations ¤ L04 ¤ L07 À (BS((M + 1), 0) +

1/2(exp)(((M + 1) + 0))) =
((1/2 ∗ 1/2(exp)M) + (1/2 ∗
1/2(exp)M)) ;

L09: TwoHalves À ((1/2 ∗ 1/2(exp)M) + (1/2 ∗
1/2(exp)M)) = 1/2(exp)M ;

L10: eqTransitivity ¤ L08 ¤ L09 À (BS((M + 1), 0) +
1/2(exp)(((M + 1) + 0))) =
1/2(exp)M 2

[SystemQ lemma BSbound(Exact)(Indu): ΠM,N : (BS((M+1),N )+1/2(exp)(((M+
1)+N ))) = 1/2(exp)M⇒ (BS((M+1), (N +1))+1/2(exp)((((M+1)+N )+
1))) = 1/2(exp)M]

SystemQ proof of BSbound(Exact)(Indu):
L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À M,N ;
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L03: Premise À (BS((M + 1),N ) +
1/2(exp)(((M + 1) + N ))) =
1/2(exp)M ;

L04: BS(+1) À BS((M + 1), (N + 1)) =
(1/2(exp)((((M+1)+N )+1))+
BS((M+ 1),N )) ;

L05: eqAddition ¤ L04 À (BS((M + 1), (N + 1)) +
1/2(exp)((((M + 1) + N ) +
1))) = ((1/2(exp)((((M + 1) +
N ) + 1)) + BS((M + 1),N )) +
1/2(exp)((((M+1)+N )+ 1))) ;

L06: plusCommutativity À (1/2(exp)((((M+1)+N )+1))+
BS((M + 1),N )) = (BS((M +
1),N ) + 1/2(exp)((((M + 1) +
N ) + 1))) ;

L07: eqAddition ¤ L06 À ((1/2(exp)((((M + 1) + N ) +
1)) + BS((M + 1),N )) +
1/2(exp)((((M + 1) + N ) +
1))) = ((BS((M + 1),N ) +
1/2(exp)((((M+1)+N )+1)))+
1/2(exp)((((M+1)+N )+ 1))) ;

L08: Exp(+1) À 1/2(exp)((((M+1)+N )+1)) =
(1/2∗1/2(exp)(((M+1)+N ))) ;

L09: AddEquations ¤ L08 ¤ L08 À (1/2(exp)((((M + 1) + N ) +
1)) + 1/2(exp)((((M +
1) + N ) + 1))) = ((1/2 ∗
1/2(exp)(((M + 1) + N ))) +
(1/2∗1/2(exp)(((M+1)+N )))) ;

L10: TwoHalves À ((1/2 ∗ 1/2(exp)(((M + 1) +
N ))) + (1/2 ∗ 1/2(exp)(((M +
1) + N )))) = 1/2(exp)(((M +
1) +N )) ;

L11: eqTransitivity ¤ L09 ¤ L10 À (1/2(exp)((((M + 1) + N ) +
1))+1/2(exp)((((M+1)+N )+
1))) = 1/2(exp)(((M+1)+N )) ;

L12: Three2twoTerms ¤ L11 À ((BS((M + 1),N ) +
1/2(exp)((((M + 1) + N ) +
1))) + 1/2(exp)((((M + 1) +
N )+1))) = (BS((M+1),N )+
1/2(exp)(((M+ 1) +N ))) ;

L13: eqTransitivity5 ¤ L05 ¤ L07 ¤

L12 ¤ L03 À (BS((M + 1), (N + 1)) +
1/2(exp)((((M + 1) + N ) +
1))) = 1/2(exp)M ;

L14: Block À End ;
L15: Arbitrary À M,N ;
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L16: Ded ¤ L14 À (BS((M + 1),N ) +
1/2(exp)(((M + 1) + N ))) =
1/2(exp)M ⇒ (BS((M +
1), (N + 1)) + 1/2(exp)((((M+
1) +N ) + 1))) = 1/2(exp)M 2

[SystemQ lemma BSbound(Exact): ΠM,N : (BS((M+1),N )+1/2(exp)(((M+
1) +N ))) = 1/2(exp)M]

SystemQ proof of BSbound(Exact):
L01: Arbitrary À M,N ;
L02: BSbound(Exact)(Base) À (BS((M + 1), 0) +

1/2(exp)(((M + 1) + 0))) =
1/2(exp)M ;

L03: BSbound(Exact)(Indu) À (BS((M + 1),N ) +
1/2(exp)(((M + 1) + N ))) =
1/2(exp)M ⇒ (BS((M +
1), (N + 1)) + 1/2(exp)((((M+
1) +N ) + 1))) = 1/2(exp)M ;

L04: Induction ¤ L02 ¤ L03 À (BS((M + 1),N ) +
1/2(exp)(((M + 1) + N ))) =
1/2(exp)M 2

[SystemQ lemma BSbound: ΠM,N : BS((M+ 1),N ) < 1/2(exp)M]
SystemQ proof of BSbound:

L01: Arbitrary À M,N ;
L02: BSbound(Exact) À (BS((M + 1),N ) +

1/2(exp)(((M + 1) + N ))) =
1/2(exp)M ;

L03: plusCommutativity À (1/2(exp)(((M + 1) + N )) +
BS((M + 1),N )) = (BS((M +
1),N ) + 1/2(exp)(((M + 1) +
N ))) ;

L04: eqTransitivity ¤ L03 ¤ L02 À (1/2(exp)(((M + 1) + N )) +
BS((M+ 1),N )) = 1/2(exp)M ;

L05: PositiveToRight(Eq) ¤ L04 À 1/2(exp)(((M + 1) + N )) =
(1/2(exp)M−BS((M+1),N )) ;

L06: 0 < 1/2 À 0 < 1/2 ;
L07: PositiveBase ¤ L06 À 0 < 1/2(exp)(((M+ 1) +N )) ;
L08: SubLessRight ¤ L05 ¤ L07 À 0 < (1/2(exp)M − BS((M +

1),N )) ;
L09: NegativeToLeft(Less)(1term) ¤

L08 À BS((M+ 1),N ) < 1/2(exp)M 2

———
[SystemQ lemma SameSeries(NumDiff): ΠFX, FY,O,P, N1, N2:O = P `

N1 = N2 ` |(FX[O]− FY[N1])| = |(FX[P]− FY[N2])|]
SystemQ proof of SameSeries(NumDiff):

L01: Arbitrary À FX, FY,O,P, N1,N2 ;
L02: Premise À O = P ;
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L03: Premise À N1 = N2 ;
L04: SameSeries ¤ L02 À FX[O] = FX[P] ;
L05: SameSeries ¤ L03 À FY[N1] = FY[N2] ;
L06: EqNegated ¤ L05 À (−uFY[N1]) = (−uFY[N2]) ;
L07: AddEquations ¤ L04 ¤ L06 À (FX[O] − FY[N1]) = (FX[P] −

FY[N2]) ;
L08: SameNumerical ¤ L07 À |(FX[O]−FY[N1])| = |(FX[P]−

FY[N2])| 2

[SystemQ lemma UStelescope(Zero)(Exact): ΠM: UStelescope(M, 0) = |(us[M]−
us[(M+ 1)])|]

SystemQ proof of UStelescope(Zero)(Exact):
L01: Arbitrary À M ;
L02: eqReflexivity À 0 = 0 ;
L03: UStelescope(Zero) ¤ L02 À UStelescope(M, 0) = |(us[M]−

us[(M+ 1)])| 2

[SystemQ lemma SameTelescope(2)(Base): ΠM,N2: ∀N2: (0 = N2 ⇒ UStelescope(M, 0) =
UStelescope(M, N2))]

SystemQ proof of SameTelescope(2)(Base):
L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À M, N2 ;
L03: Premise À 0 = N2 ;
L04: eqSymmetry ¤ L03 À N2 = 0 ;
L05: UStelescope(Zero) ¤ L04 À UStelescope(M, N2) =

|(us[M] − us[(M + 1)])|
;

L06: eqSymmetry ¤ L05 À |(us[M] − us[(M + 1)])| =
UStelescope(M, N2) ;

L07: UStelescope(Zero)(Exact) À UStelescope(M, 0) = |(us[M]−
us[(M+ 1)])| ;

L08: eqTransitivity ¤ L07 ¤ L06 À UStelescope(M, 0) =
UStelescope(M, N2) ;

L09: Block À End ;
L10: Arbitrary À M, N2 ;
L03: Ded ¤ L09 À 0 = N2 ⇒ UStelescope(M, 0) =

UStelescope(M, N2) ;
L11: Gen ¤ L03 À ∀N2: (0 = N2 ⇒

UStelescope(M, 0) =
UStelescope(M, N2)) 2

[SystemQ lemma SameTelescope(2)(Indu): ΠM, N1,N2: ∀N2: (N1 = N2 ⇒
UStelescope(M, N1) = UStelescope(M, N2)) ⇒ ∀N2: ((N1+1) = N2 ⇒ UStelescope(M, (N1+
1)) = UStelescope(M, N2))]

SystemQ proof of SameTelescope(2)(Indu):
L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À M, N1, N2 ;
L03: Block À Begin ;
L04: Arbitrary À M, N1, N2 ;
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L05: Premise À ∀N2: (N1 = N2 ⇒
UStelescope(M, N1) =
UStelescope(M, N2)) ;

L06: Premise À (N1 + 1) = N2 ;
L07: (+1)IsPositive(N) À 0 < (N1 + 1) ;
L08: UStelescope(Positive) ¤ L07 À UStelescope(M, (N1 + 1)) =

(|(us[(M + ((N1 + 1)))] −
us[(M + (((N1 + 1) + 1)))])| +
UStelescope(M, ((N1 +1)−1))) ;

L09: x = x + y − y À N1 = ((N1 + 1)− 1) ;
L10: A4 @((N1 + 1)− 1) ¤ L05 À N1 = ((N1 + 1) − 1) ⇒

UStelescope(M, N1) =
UStelescope(M, ((N1 + 1)− 1)) ;

L11: MP ¤ L10 ¤ L09 À UStelescope(M, N1) =
UStelescope(M, ((N1 + 1)− 1)) ;

L12: eqSymmetry ¤ L11 À UStelescope(M, ((N1 + 1) −
1)) = UStelescope(M,N1) ;

L13: PositiveToRight(Eq) ¤ L06 À N1 = (N2 − 1) ;
L14: A4 @(N2 − 1) ¤ L05 À N1 = (N2 − 1) ⇒

UStelescope(M, N1) =
UStelescope(M, (N2 − 1))

;
L15: MP ¤ L14 ¤ L13 À UStelescope(M, N1) =

UStelescope(M, (N2 − 1))
;

L16: eqTransitivity ¤ L12 ¤ L15 À UStelescope(M, ((N1 + 1) −
1)) = UStelescope(M, (N2−1)) ;

L17: EqAdditionLeft ¤ L06 À (M+ ((N1 + 1))) = (M+ N2) ;
L18: eqAddition ¤ L06 À ((N1 + 1) + 1) = (N2 + 1) ;
L19: EqAdditionLeft ¤ L18 À (M+ (((N1 + 1) + 1))) = (M+

((N2 + 1))) ;
L20: SameSeries(NumDiff) ¤ L17 ¤

L19 À |(us[(M+((N1+1)))]−us[(M+
(((N1 +1)+1)))])| = |(us[(M+
N2)]− us[(M+ ((N2 + 1)))])| ;

L21: AddEquations ¤ L20 ¤ L16 À (|(us[(M + ((N1 + 1)))] −
us[(M + (((N1 + 1) + 1)))])| +
UStelescope(M, ((N1 + 1) −
1))) = (|(us[(M + N2)] −
us[(M + ((N2 + 1)))])| +
UStelescope(M, (N2 − 1))) ;

L22: SubLessRight ¤ L06 ¤ L07 À 0 < N2 ;
L23: UStelescope(Positive) ¤ L22 À UStelescope(M, N2) =

(|(us[(M+N2)]−us[(M+((N2+
1)))])| + UStelescope(M, (N2 −
1))) ;
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L24: eqSymmetry ¤ L23 À (|(us[(M+N2)]−us[(M+((N2+
1)))])| + UStelescope(M, (N2 −
1))) = UStelescope(M, N2) ;

L25: eqTransitivity4 ¤ L08 ¤ L21 ¤

L24 À UStelescope(M, (N1 + 1)) =
UStelescope(M, N2) ;

L26: Block À End ;
L05: Ded ¤ L26 À ∀N2: (N1 = N2 ⇒

UStelescope(M, N1) =
UStelescope(M, N2)) ⇒
(N1 + 1) = N2 ⇒
UStelescope(M, (N1 + 1)) =
UStelescope(M, N2) ;

L06: Premise À ∀N2: (N1 = N2 ⇒
UStelescope(M, N1) =
UStelescope(M, N2)) ;

L07: MP ¤ L05 ¤ L06 À (N1 + 1) = N2 ⇒
UStelescope(M, (N1 + 1)) =
UStelescope(M, N2) ;

L27: Gen ¤ L07 À ∀N2: ((N1 + 1) = N2 ⇒
UStelescope(M, (N1 + 1)) =
UStelescope(M, N2)) ;

L28: Block À End ;
L29: Arbitrary À M, N1, N2 ;
L30: Ded ¤ L28 À ∀N2: (N1 = N2 ⇒

UStelescope(M, N1) =
UStelescope(M, N2)) ⇒
∀N2: ((N1 + 1) = N2 ⇒
UStelescope(M, (N1 + 1)) =
UStelescope(M, N2)) 2

[SystemQ lemma SameTelescope(2): ΠM, N1, N2: N1 = N2 ` UStelescope(M, N1) =
UStelescope(M, N2)]

SystemQ proof of SameTelescope(2):
L01: Arbitrary À M, N1, N2 ;
L02: Premise À N1 = N2 ;
L03: SameTelescope(2)(Base) À ∀N2: (0 = N2 ⇒

UStelescope(M, 0) =
UStelescope(M, N2)) ;

L04: SameTelescope(2)(Indu) À ∀N2: (N1 = N2 ⇒
UStelescope(M, N1) =
UStelescope(M, N2)) ⇒
∀N2: ((N1 + 1) = N2 ⇒
UStelescope(M, (N1 + 1)) =
UStelescope(M, N2)) ;

L05: Induction ¤ L03 ¤ L04 À ∀N2: (N1 = N2 ⇒
UStelescope(M, N1) =
UStelescope(M, N2)) ;
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L06: A4 @ N2 ¤ L05 À N1 = N2 ⇒
UStelescope(M, N1) =
UStelescope(M, N2) ;

L07: MP ¤ L06 ¤ L02 À UStelescope(M, N1) =
UStelescope(M, N2) 2

[SystemQ lemma TelescopeNumerical(Base): ΠM: |(us[M]−us[(M+((0+
1)))])| <= UStelescope(M, 0)]

SystemQ proof of TelescopeNumerical(Base):
L01: Arbitrary À M ;
L02: eqReflexivity À 0 = 0 ;
L03: UStelescope(Zero) ¤ L02 À UStelescope(M, 0) = |(us[M]−

us[(M+ 1)])| ;
L04: eqReflexivity À M = M ;
L05: plus0Left À (0 + 1) = 1 ;
L06: EqAdditionLeft ¤ L05 À (M+ ((0 + 1))) = (M+ 1) ;
L07: eqSymmetry ¤ L06 À (M+ 1) = (M+ ((0 + 1))) ;
L08: SameSeries(NumDiff) ¤ L04 ¤

L07 À |(us[M] − us[(M + 1)])| =
|(us[M]− us[(M+ ((0 + 1)))])| ;

L09: eqTransitivity ¤ L03 ¤ L08 À UStelescope(M, 0) = |(us[M]−
us[(M+ ((0 + 1)))])| ;

L10: eqSymmetry ¤ L09 À |(us[M]−us[(M+((0+1)))])| =
UStelescope(M, 0) ;

L11: eqLeq ¤ L10 À |(us[M] − us[(M + ((0 +
1)))])| <= UStelescope(M, 0) 2

[SystemQ lemma TelescopeNumerical(Indu): ΠM,N : |(us[M]−us[(M+((N+
1)))])| <= UStelescope(M,N ) ⇒ |(us[M] − us[(M + (((N + 1) + 1)))])| <=
UStelescope(M, (N + 1))]

SystemQ proof of TelescopeNumerical(Indu):
L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À M,N ;
L03: Premise À |(us[M] − us[(M + ((N +

1)))])| <= UStelescope(M,N ) ;
L04: (+1)IsPositive(N) À 0 < (N + 1) ;
L05: UStelescope(Positive) ¤ L04 À UStelescope(M, (N + 1)) =

(|(us[(M + ((N + 1)))] −
us[(M + (((N + 1) + 1)))])| +
UStelescope(M, ((N + 1)− 1))) ;

L06: x = x + y − y À N = ((N + 1)− 1) ;
L07: eqSymmetry ¤ L06 À ((N + 1)− 1) = N ;
L08: SameTelescope(2) ¤ L07 À UStelescope(M, ((N+1)−1)) =

UStelescope(M,N ) ;
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L09: EqAdditionLeft ¤ L08 À (|(us[(M + ((N + 1)))] −
us[(M + (((N + 1) + 1)))])| +
UStelescope(M, ((N + 1) −
1))) = (|(us[(M+ ((N + 1)))]−
us[(M + (((N + 1) + 1)))])| +
UStelescope(M,N )) ;

L10: eqTransitivity ¤ L05 ¤ L09 À UStelescope(M, (N + 1)) =
(|(us[(M + ((N + 1)))] −
us[(M + (((N + 1) + 1)))])| +
UStelescope(M,N )) ;

L11: eqSymmetry ¤ L10 À (|(us[(M + ((N + 1)))] −
us[(M + (((N + 1) + 1)))])| +
UStelescope(M,N )) =
UStelescope(M, (N + 1))

;
L12: LeqAdditionLeft ¤ L03 À (|(us[(M+((N+1)))]−us[(M+

(((N + 1) + 1)))])| + |(us[M] −
us[(M + ((N + 1)))])|) <=
(|(us[(M + ((N + 1)))] −
us[(M + (((N + 1) + 1)))])| +
UStelescope(M,N )) ;

L13: subLeqRight ¤ L11 ¤ L12 À (|(us[(M+((N+1)))]−us[(M+
(((N + 1) + 1)))])| + |(us[M] −
us[(M + ((N + 1)))])|) <=
UStelescope(M, (N + 1)) ;

L14: plusCommutativity À (|(us[(M+((N+1)))]−us[(M+
(((N + 1) + 1)))])| + |(us[M] −
us[(M + ((N + 1)))])|) =
(|(us[M] − us[(M + ((N +
1)))])|+ |(us[(M+((N +1)))]−
us[(M+ (((N + 1) + 1)))])|) ;

L15: subLeqLeft ¤ L14 ¤ L13 À (|(us[M] − us[(M + ((N +
1)))])|+ |(us[(M+((N +1)))]−
us[(M+(((N +1)+1)))])|) <=
UStelescope(M, (N + 1)) ;

L16: insertMiddleTerm(Numerical) À
|(us[M]− us[(M+ (((N + 1) +
1)))])| <= (|(us[M] − us[(M +
((N +1)))])|+ |(us[(M+((N +
1)))] − us[(M + (((N + 1) +
1)))])|) ;

L17: leqTransitivity ¤ L16 ¤ L15 À |(us[M] − us[(M +
(((N + 1) + 1)))])| <=
UStelescope(M, (N + 1))

;
L18: Block À End ;
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L19: Arbitrary À M,N ;
L20: Ded ¤ L18 À |(us[M] − us[(M +

((N + 1)))])| <=
UStelescope(M,N ) ⇒
|(us[M] − us[(M +
(((N + 1) + 1)))])| <=
UStelescope(M, (N + 1))
2

[SystemQ lemma TelescopeNumerical: ΠM,N : |(us[M] − us[(M + ((N +
1)))])| <= UStelescope(M,N )]

SystemQ proof of TelescopeNumerical:
L01: Arbitrary À M,N ;
L02: TelescopeNumerical(Base) À |(us[M] − us[(M + ((0 +

1)))])| <= UStelescope(M, 0) ;
L03: TelescopeNumerical(Indu) À |(us[M] − us[(M +

((N + 1)))])| <=
UStelescope(M,N ) ⇒
|(us[M] − us[(M +
(((N + 1) + 1)))])| <=
UStelescope(M, (N + 1))

;
L04: Induction ¤ L02 ¤ L03 À |(us[M] − us[(M + ((N +

1)))])| <= UStelescope(M,N ) 2

—————(21.10.06)
[SystemQ lemma EqAdditionLeft(R):ΠFX,FY, FZ:R(FX) == R(FY) `

R(FZ) + +R(FX) == R(FZ) + +R(FY)]
SystemQ proof of EqAdditionLeft(R):

L01: Arbitrary À FX, FY,FZ ;
L02: Premise À R(FX) == R(FY) ;
L03: EqAddition(R) ¤ L02 À R(FX) + +R(FZ) == R(FY) +

+R(FZ) ;
L04: PlusCommutativity(R) À R(FZ) + +R(FX) == R(FX) +

+R(FZ) ;
L05: PlusCommutativity(R) À R(FY) + +R(FZ) == R(FZ) +

+R(FY) ;
L06: eqTransitivity4 ¤ L04 ¤ L03 ¤

L05 À R(FZ) + +R(FX) == R(FZ) +
+R(FY) 2

[SystemQ lemma x = x+(y−y)(R):ΠFX, FY:R(FX) = R(FX)++(R(FY)+
+(−− R(FY)))]

SystemQ proof of x = x + (y − y)(R):
L01: Arbitrary À FX, FY ;
L02: Plus0(R) À R(FX) + +00 == R(FX) ;
L03: ==Symmetry ¤ L02 À R(FX) == R(FX) + +00 ;
L04: Negative(R) À R(FY) + +(−− R(FY)) == 00 ;
L05: ==Symmetry ¤ L04 À 00 == R(FY) + +(−− R(FY)) ;
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L06: EqAdditionLeft(R) ¤ L05 À R(FX) + +00 == R(FX) +
+(R(FY) + +(−− R(FY))) ;

L07: eqTransitivity ¤ L03 ¤ L06 À R(FX) == R(FX)++(R(FY)+
+(−− R(FY))) 2

[SystemQ lemma x = x+y−y(R):ΠFX, FY:R(FX) = R(FX)++R(FY)+
+(−− R(FY))]

SystemQ proof of x = x + y − y(R):
L01: Arbitrary À FX, FY ;
L02: x = x + (y − y)(R) À R(FX) == R(FX)++(R(FY)+

+(−− R(FY))) ;
L03: PlusAssociativity(R) À R(FX) + +R(FY) + +(− −

R(FY)) == R(FX) +
+(R(FY) + +(−− R(FY))) ;

L04: ==Symmetry ¤ L03 À R(FX) + +(R(FY) + +(− −
R(FY))) == R(FX) +
+R(FY) + +(− − R(FY))

;
L05: eqTransitivity ¤ L02 ¤ L04 À R(FX) == R(FX) + +R(FY) +

+(−− R(FY)) 2

———-(22.10.06)
[SystemQ lemma Three2twoTerms(R):ΠFX, FY,FZ, FU:R(FY)++R(FZ) ==

R(FU) ` R(FX) + +R(FY) + +R(FZ) == R(FX) + +R(FU)]
SystemQ proof of Three2twoTerms(R):

L01: Arbitrary À FX, FY,FZ, FU ;
L02: Premise À R(FY) + +R(FZ) == R(FU) ;
L03: EqAdditionLeft(R) ¤ L02 À R(FX) + +(R(FY) +

+R(FZ)) == R(FX) + +R(FU) ;
L04: PlusAssociativity(R) À R(FX)++R(FY)++R(FZ) ==

R(FX) + +(R(FY) + +R(FZ)) ;
L05: eqTransitivity ¤ L04 ¤ L03 À R(FX)++R(FY)++R(FZ) ==

R(FX) + +R(FU) 2

[SystemQ lemma PositiveToRight(Less)(R):ΠFX,FY, FZ:R(FX)++R(FY) <<
R(FZ) ` R(FX) << R(FZ) + +(−− R(FY))]

SystemQ proof of PositiveToRight(Less)(R):
L01: Arbitrary À FX, FY,FZ ;
L02: Premise À R(FX) + +R(FY) << R(FZ) ;
L03: lessAddition(R) ¤ L02 À R(FX) + +R(FY) + +(− −

R(FY)) << R(FZ) + +(− −
R(FY)) ;

L04: x = x + y − y(R) À R(FX) == R(FX) + +R(FY) +
+(−− R(FY)) ;

L05: ==Symmetry ¤ L04 À R(FX) + +R(FY) + +(− −
R(FY)) == R(FX) ;

L06: SubLessLeft(R)¤L05¤L03 À R(FX) << R(FZ) + +(− −
R(FY)) 2

[SystemQ lemma Three2threeTerms(R):ΠFX, FY,FZ:R(FX) + +R(FY) +
+R(FZ) == R(FX) + +R(FZ) + +R(FY)]
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SystemQ proof of Three2threeTerms(R):
L01: Arbitrary À FX, FY,FZ ;
L02: PlusCommutativity(R) À R(FY) + +R(FZ) == R(FZ) +

+R(FY) ;
L03: Three2twoTerms(R) ¤ L02 À R(FX)++R(FY)++R(FZ) ==

R(FX) + +(R(FZ) + +R(FY)) ;
L04: PlusAssociativity(R) À R(FX)++R(FZ)++R(FY) ==

R(FX) + +(R(FZ) + +R(FY)) ;
L05: ==Symmetry ¤ L04 À R(FX) + +(R(FZ) +

+R(FY)) == R(FX) +
+R(FZ) + +R(FY) ;

L06: eqTransitivity ¤ L03 ¤ L05 À R(FX)++R(FY)++R(FZ) ==
R(FX) + +R(FZ) + +R(FY) 2

——–(22.10.06)
[SystemQ lemma Plus0Left(R):ΠFX: 00 + +R(FX) == R(FX)]
SystemQ proof of Plus0Left(R):

L01: Arbitrary À FX ;
L02: Plus0(R) À R(FX) + +00 == R(FX) ;
L03: PlusCommutativity(R) À 00 + +R(FX) == R(FX) + +00 ;
L04: eqTransitivity ¤ L03 ¤ L02 À 00 + +R(FX) == R(FX) 2

[SystemQ lemma PositiveToRight(Eq)(R):ΠFX, FY, FZ:R(FX)++R(FY) ==
R(FZ) ` R(FX) == R(FZ) + +(−− R(FY))]

SystemQ proof of PositiveToRight(Eq)(R):
L01: Arbitrary À FX, FY,FZ ;
L02: Premise À R(FX) + +R(FY) == R(FZ) ;
L03: EqAddition(R) ¤ L02 À R(FX) + +R(FY) + +(− −

R(FY)) == R(FZ) + +(− −
R(FY)) ;

L04: x = x + y − y(R) À R(FX) == R(FX) + +R(FY) +
+(−− R(FY)) ;

L05: eqTransitivity ¤ L04 ¤ L03 À R(FX) == R(FZ) + +(− −
R(FY)) 2

[SystemQ lemma SubtractEquations(R):ΠFX, FY, FZ, FU:R(FX)++R(FZ) ==
R(FY) + +R(FU) ` R(FZ) == R(FU) ` R(FX) == R(FY)]

SystemQ proof of SubtractEquations(R):
L01: Arbitrary À FX, FY,FZ, FU ;
L02: Premise À R(FX) + +R(FZ) == R(FY) +

+R(FU) ;
L03: Premise À R(FZ) == R(FU) ;
L04: EqAddition(R) ¤ L02 À R(FX) + +R(FZ) + +(− −

R(FZ)) == R(FY)++R(FU)+
+(−− R(FZ)) ;

L05: Plus0Left(R) À 00 + +R(FZ) == R(FZ) ;
L06: eqTransitivity ¤ L05 ¤ L03 À 00 + +R(FZ) == R(FU) ;
L07: PositiveToRight(Eq)(R) ¤

L06 À 00 == R(FU) + +(−− R(FZ)) ;
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L08: ==Symmetry ¤ L07 À R(FU) + +(−− R(FZ)) == 00 ;
L09: EqAdditionLeft(R) ¤ L08 À R(FY) + +(R(FU) + +(− −

R(FZ))) == R(FY) + +00 ;
L10: PlusAssociativity(R) À R(FY) + +R(FU) + +(− −

R(FZ)) == R(FY) +
+(R(FU) + +(− − R(FZ)))

;
L11: Plus0(R) À R(FY) + +00 == R(FY) ;
L12: eqTransitivity4 ¤ L10 ¤ L09 ¤

L11 À R(FY) + +R(FU) + +(− −
R(FZ)) == R(FY) ;

L13: x = x + y − y(R) À R(FX) == R(FX) + +R(FZ) +
+(−− R(FZ)) ;

L14: eqTransitivity4 ¤ L13 ¤ L04 ¤

L12 À R(FX) == R(FY) 2

[SystemQ lemma NeqAddition(R):ΠFX,FY, FZ:R(FX) 6= R(FY) ` R(FX)+
+R(FZ) 6= R(FY) + +R(FZ)]

SystemQ proof of NeqAddition(R):
L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À FX, FY,FZ ;
L03: Premise À R(FX) 6= R(FY) ;
L04: Premise À R(FX) + +R(FZ) == R(FY) +

+R(FZ) ;
L05: ==Reflexivity À R(FZ) == R(FZ) ;
L06: SubtractEquations(R) ¤ L04 ¤

L05 À R(FX) == R(FY) ;
L07: FromContradiction ¤ L06 ¤

L03 À R(FX) + +R(FZ) 6= R(FY) +
+R(FZ) ;

L08: Block À End ;
L09: Arbitrary À FX, FY,FZ ;
L10: Ded ¤ L08 À R(FX) 6= R(FY) ⇒

R(FX) + +R(FZ) == R(FY) +
+R(FZ) ⇒ R(FX) + +R(FZ) 6=
R(FY) + +R(FZ) ;

L11: Premise À R(FX) 6= R(FY) ;
L12: MP ¤ L10 ¤ L11 À R(FX) + +R(FZ) == R(FY) +

+R(FZ) ⇒ R(FX) + +R(FZ) 6=
R(FY) + +R(FZ) ;

L13: prop lemma imply negation ¤

L12 À R(FX) + +R(FZ) 6= R(FY) +
+R(FZ) 2

———–(22.10.06)
[SystemQ lemma PositiveToRight(Less)(1term)(R):ΠFX,FY:R(FX) << R(FY) `

00 << R(FY) + +(−− R(FX))]
SystemQ proof of PositiveToRight(Less)(1term)(R):

L01: Arbitrary À FX, FY ;
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L02: Premise À R(FX) << R(FY) ;
L03: Plus0Left(R) À 00 + +R(FX) == R(FX) ;
L04: ==Symmetry ¤ L03 À R(FX) == 00 + +R(FX) ;
L05: SubLessLeft(R)¤L04¤L02 À 00 + +R(FX) << R(FY) ;
L06: PositiveToRight(Less)(R) ¤

L05 À 00 << R(FY) + +(−− R(FX)) 2

———–(22.10.06)
[SystemQ lemma To!! ==: ΠM,N , ε, FX, FY: ¬̇ (SF(FX,FY))n ` R(FX)!! ==

R(FY)]
SystemQ proof of To!! ==:

L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À M,N , ε, FX, FY ;
L03: Premise À R(FX) == R(FY) ;
L04: From == ¤L03 À SF(FX, FY) ;
L05: Block À End ;
L06: Arbitrary À M,N , ε, FX, FY ;
L03: Ded ¤ L05 À R(FX) == R(FY) ⇒

SF(FX, FY) ;
L07: Premise À ¬̇ (SF(FX, FY))n ;
L08: MT ¤ L03 ¤ L07 À R(FX)!! == R(FY) 2

[SystemQ lemma SwitchTerms(x <= y − z): ΠX ,Y,Z:X <= (Y − Z) `
Z <= (Y − X )]

SystemQ proof of SwitchTerms(x <= y − z):
L01: Arbitrary À X ,Y,Z ;
L02: Premise À X <= (Y − Z) ;
L03: negativeToLeft(Leq) ¤ L02 À (X + Z) <= Y ;
L04: plusCommutativity À (X + Z) = (Z + X ) ;
L05: subLeqLeft ¤ L04 ¤ L03 À (Z + X ) <= Y ;
L06: PositiveToRight(Leq) ¤ L05 À Z <= (Y − X ) 2

[SystemQ lemma LessNeq(F)(Helper): ΠM,N , ε, FX, FY:∀M: 0 < ε ∧̇ (N <=
M ⇒ FX[M] <= (FY[M] − ε)) ⇒ ¬̇ ((0 < ε ⇒ N <= N ⇒ |(FX[N ] −
FY[N ])| < ε))n]

SystemQ proof of LessNeq(F)(Helper):
L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À M,N , ε, FX, FY ;
L03: Premise À ∀M: 0 < ε ∧̇ (N <= M ⇒

FX[M] <= (FY[M]− ε)) ;
L04: A4 @N ¤ L03 À 0 < ε ∧̇ (N <= N ⇒

FX[N ] <= (FY[N ]− ε)) ;
L05: FirstConjunct ¤ L04 À 0 < ε ;
L06: SecondConjunct ¤ L04 À N <= N ⇒ FX[N ] <=

(FY[N ]− ε) ;
L07: leqReflexivity À N <= N ;
L08: MP ¤ L06 ¤ L07 À FX[N ] <= (FY[N ]− ε) ;
L09: SwitchTerms(x <=

y − z) ¤ L08 À ε <= (FY[N ]− FX[N ]) ;
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L10: x <= |x| À (FY[N ] − FX[N ]) <=
|(FY[N ]− FX[N ])| ;

L11: leqTransitivity ¤ L09 ¤ L10 À ε <= |(FY[N ]− FX[N ])| ;
L12: NumericalDifference À |(FY[N ]−FX[N ])| = |(FX[N ]−

FY[N ])| ;
L13: subLeqRight ¤ L12 ¤ L11 À ε <= |(FX[N ]− FY[N ])| ;
L14: toNotLess ¤ L13 À ¬̇ (|(FX[N ]− FY[N ])| < ε)n ;
L15: ToNegatedDoubleImply ¤

L05 ¤ L07 ¤ L14 À ¬̇ ((0 < ε ⇒ N <= N ⇒
|(FX[N ]− FY[N ])| < ε))n ;

L16: Block À End ;
L17: Arbitrary À M,N , ε, FX, FY ;
L18: Ded ¤ L16 À ∀M: 0 < ε ∧̇ (N <= M ⇒

FX[M] <= (FY[M] − ε)) ⇒
¬̇ ((0 < ε ⇒ N <= N ⇒
|(FX[N ]− FY[N ])| < ε))n 2

[SystemQ lemma LessNeq(F):ΠM,N , ε, FX, FY:FX <f FY ` ¬̇ (SF(FX,FY))n]
SystemQ proof of LessNeq(F):

L01: Arbitrary À M,N , ε, FX, FY ;
L02: Premise À FX <f FY ;
L03: Repetition ¤ L02 À ∃(EPob):∃n:∀m: 0 < (EPob) ∧̇

(n <= m ⇒ FX[m] <=
(FY[m]− (EPob))) ;

L04: Ded ¤ L03 À ∃ε:∃N : ∀M: 0 < ε ∧̇ (N <=
M⇒ FX[M] <= (FY[M]− ε)) ;

L05: LessNeq(F)(Helper) À ∀M: 0 < ε ∧̇ (N <= M ⇒
FX[M] <= (FY[M] − ε)) ⇒
¬̇ ((0 < ε ⇒ N <= N ⇒
|(FX[N ]− FY[N ])| < ε))n ;

L06: TwiceExistMP ¤ L05 ¤ L04 À ¬̇ ((0 < ε ⇒ N <= N ⇒
|(FX[N ]− FY[N ])| < ε))n ;

L07: IntroExist @N ¤ L06 À ∃M: ¬̇ ((0 < ε ⇒ N <= M ⇒
|(FX[M]− FY[M])| < ε))n ;

L08: Gen ¤ L07 À ∀N : ∃M: ¬̇ ((0 < ε ⇒ N <=
M ⇒ |(FX[M] − FY[M])| <
ε))n ;

L09: IntroExist @ ε ¤ L08 À ∃ε:∀N : ∃M: ¬̇ ((0 < ε ⇒ N <=
M ⇒ |(FX[M] − FY[M])| <
ε))n ;

L10: ToNegatedAEA ¤ L09 À ¬̇ (∀ε:∃N :∀M: (0 < ε ⇒ N <=
M ⇒ |(FX[M] − FY[M])| <
ε))n ;

L11: Ded ¤ L10 À ¬̇ (∀(EPob):∃n: ∀m: (0 <
(EPob) ⇒ n <= m ⇒
|(FX[m]−FY[m])| < (EPob)))n ;

L12: Repetition ¤ L11 À ¬̇ (SF(FX, FY))n 2

[SystemQ lemma LessNeq(R):ΠFX, FY:R(FX) << R(FY) ` R(FX)!! ==

25



R(FY)]
SystemQ proof of LessNeq(R):

L01: Arbitrary À FX, FY ;
L02: Premise À R(FX) << R(FY) ;
L03: Repetition ¤ L02 À FX <f FY ;
L04: LessNeq(F) ¤ L03 À ¬̇ (SF(FX, FY))n ;
L05: To!! == ¤L04 À R(FX)!! == R(FY) 2

[SystemQ lemma PositiveToRight(Less)(1term):ΠX ,Y:X < Y ` 0 < (Y −
X )]

SystemQ proof of PositiveToRight(Less)(1term):
L01: Arbitrary À X ,Y ;
L02: Premise À X < Y ;
L03: plus0Left À (0 + X ) = X ;
L04: eqSymmetry ¤ L03 À X = (0 + X ) ;
L05: SubLessLeft ¤ L04 ¤ L02 À (0 + X ) < Y ;
L06: PositiveToRight(Less)¤L05 À 0 < (Y − X ) 2

[SystemQ lemma ToLeq(Advanced)(R):ΠFEP, FX,FY: 00 << R(FEP) ⇒
R(FX) + +R(FEP) 6= R(FY) ` R(FY) <<== R(FX)]

SystemQ proof of ToLeq(Advanced)(R):
L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À FEP,FX,FY ;
L03: Premise À R(FX) << R(FY) ;
L04: PositiveToRight(Less)(1term)(R)¤

L03 À 00 << R(FY) + +(−− R(FX)) ;
L05: PlusCommutativity(R) À R(FX) + +(R(FY) + +(− −

R(FX))) = R(FY) + +(− −
R(FX)) + +R(FX) ;

L06: Three2threeTerms(R) À R(FY) + +(− − R(FX)) +
+R(FX) = R(FY) + +R(FX) +
+(−− R(FX)) ;

L07: x = x + y − y(R) À R(FY) = R(FY) + +R(FX) +
+(−− R(FX)) ;

L08: ==Symmetry ¤ L07 À R(FY) + +R(FX) + +(− −
R(FX)) == R(FY) ;

L09: eqTransitivity4 ¤ L05 ¤ L06 ¤

L08 À R(FX) + +(R(FY) + +(− −
R(FX))) == R(FY) ;

L10: JoinConjuncts ¤ L04 ¤ L09 À 00 << R(FY)++(−−R(FX)) ∧̇
R(FX) + +(R(FY) + +(− −
R(FX))) = R(FY) ;

L11: IntroExist @R(FY) + +(−−
R(FX)) ¤ L10 À ∃FEP: 00 << R(FEP) ∧̇

R(FX) + +R(FEP) == R(FY) ;
L12: Block À End ;
L13: Arbitrary À FEP,FX,FY ;
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L03: Ded ¤ L12 À R(FX) << R(FY) ⇒
∃FEP: 00 << R(FEP) ∧̇
R(FX) + +R(FEP) == R(FY) ;

L04: Premise À 00 << R(FEP) ⇒ R(FX) +
+R(FEP)!! == R(FY) ;

L05: ToNegatedAnd ¤ L04 À ¬̇ ((00 << R(FEP) ∧̇ R(FX) +
+R(FEP) == R(FY)))n ;

L06: Gen ¤ L05 À ∀FEP: ¬̇ ((00 << R(FEP) ∧̇
R(FX) + +R(FEP) ==
R(FY)))n ;

L07: (A )to( E) ¤ L06 À ¬̇ (∃FEP: 00 << R(FEP) ∧̇
R(FX) + +R(FEP) ==
R(FY))n ;

L08: MT ¤ L03 ¤ L07 À ¬̇ (R(FX) << R(FY))n ;
L14: FromNotLess(R) ¤ L08 À R(FY) <<== R(FX) 2

——–(23.10.06)
[SystemQ lemma LeqNeqLess(R):ΠFX,FY: R(FX) <<== R(FY) ` R(FX)!! ==

R(FY) ` R(FX) << R(FY)]
SystemQ proof of LeqNeqLess(R):

L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À FX, FY ;
L03: Premise À R(FX) <<== R(FY) ;
L04: Premise À R(FX)!! == R(FY) ;
L05: Premise À R(FY) <<== R(FX) ;
L06: LeqAntisymmetry(R) ¤ L03 ¤

L05 À R(FX) == R(FY) ;
L07: FromContradiction ¤ L06 ¤

L04 À ¬̇ (R(FY) <<== R(FX))n ;
L08: Block À End ;
L09: Arbitrary À FX, FY ;
L03: Ded ¤ L08 À R(FX) <<== R(FY) ⇒

R(FX)!! == R(FY) ⇒
R(FY) <<== R(FX) ⇒
¬̇ (R(FY) <<== R(FX))n ;

L04: Premise À R(FX) <<== R(FY) ;
L05: Premise À R(FX)!! == R(FY) ;
L06: MP2 ¤ L03 ¤ L04 ¤ L05 À R(FY) <<== R(FX) ⇒

¬̇ (R(FY) <<== R(FX))n ;
L10: prop lemma imply negation ¤

L06 À ¬̇ (R(FY) <<== R(FX))n ;
L11: ToLess(R) ¤ L10 À R(FX) << R(FY) 2

[SystemQ lemma SubLeqLeft(R):ΠFX, FY, FZ:R(FX) == R(FY) ` R(FX) <<==
R(FZ) ` R(FY) <<== R(FZ)]

SystemQ proof of SubLeqLeft(R):
L01: Arbitrary À FX, FY,FZ ;
L02: Premise À R(FX) == R(FY) ;
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L03: Premise À R(FX) <<== R(FZ) ;
L04: ==Symmetry ¤ L02 À R(FY) == R(FX) ;
L05: lemma eqLeq(R) ¤ L04 À R(FY) <<== R(FX) ;
L06: LeqTransitivity(R) ¤ L05 ¤

L03 À R(FY) <<== R(FZ) 2

[SystemQ lemma LeqLessTransitivity(R):ΠFX, FY, FZ:R(FX) <<== R(FY) `
R(FY) << R(FZ) ` R(FX) << R(FZ)]

SystemQ proof of LeqLessTransitivity(R):
L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À FX, FY,FZ ;
L03: Premise À R(FX) <<== R(FY) ;
L04: Premise À R(FY) << R(FZ) ;
L05: Premise À R(FX) == R(FZ) ;
L06: LessLeq(R) ¤ L04 À R(FY) <<== R(FZ) ;
L07: LessNeq(R) ¤ L04 À R(FY)!! == R(FZ) ;
L08: SubLeqLeft(R) ¤ L05 ¤ L03 À R(FZ) <<== R(FY) ;
L09: LeqAntisymmetry(R) ¤ L06 ¤

L08 À R(FY) == R(FZ) ;
L10: FromContradiction ¤ L09 ¤

L07 À R(FX)!! == R(FZ) ;
L11: Block À End ;
L12: Arbitrary À FX, FY,FZ ;
L13: Ded ¤ L11 À R(FX) <<== R(FY) ⇒

R(FY) << R(FZ) ⇒
R(FX) == R(FZ) ⇒
R(FX)!! == R(FZ) ;

L14: Premise À R(FX) <<== R(FY) ;
L15: Premise À R(FY) << R(FZ) ;
L16: MP2 ¤ L13 ¤ L14 ¤ L15 À R(FX) == R(FZ) ⇒

R(FX)!! == R(FZ) ;
L17: prop lemma imply negation ¤

L16 À R(FX)!! == R(FZ) ;
L18: LessLeq(R) ¤ L15 À R(FY) <<== R(FZ) ;
L19: LeqTransitivity(R) ¤ L14 ¤

L18 À R(FX) <<== R(FZ) ;
L20: LeqNeqLess(R) ¤ L19 ¤ L17 À R(FX) << R(FZ) 2

———–(23.10.06)
[SystemQ lemma NegativeToLeft(Eq)(R):ΠFX, FY, FZ:R(FX) == R(FY)+

+(−− R(FZ)) ` R(FX) + +R(FZ) == R(FY)]
SystemQ proof of NegativeToLeft(Eq)(R):

L01: Arbitrary À FX, FY,FZ ;
L02: Premise À R(FX) == R(FY) + +(− −

R(FZ)) ;
L03: EqAddition(R) ¤ L02 À R(FX) + +R(FZ) == R(FY) +

+(−− R(FZ)) + +R(FZ) ;
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L04: Three2threeTerms(R) À R(FY) + +(− − R(FZ)) +
+R(FZ) == R(FY)++R(FZ)+
+(−− R(FZ)) ;

L05: x = x + y − y(R) À R(FY) == R(FY) + +R(FZ) +
+(−− R(FZ)) ;

L06: ==Symmetry ¤ L05 À R(FY) + +R(FZ) + +(− −
R(FZ)) == R(FY) ;

L07: eqTransitivity4 ¤ L03 ¤ L04 ¤

L06 À R(FX) + +R(FZ) == R(FY) 2

[SystemQ lemma NegativeToRight(Less)(R):ΠFX,FY, FZ:R(FX)++(−−
R(FY)) << R(FZ) ` R(FX) << R(FZ) + +R(FY)]

SystemQ proof of NegativeToRight(Less)(R):
L01: Arbitrary À FX, FY,FZ ;
L02: Premise À R(FX) + +(− − R(FY)) <<

R(FZ) ;
L03: lessAddition(R) ¤ L02 À R(FX) + +(− − R(FY)) +

+R(FY) << R(FZ) + +R(FY) ;
L04: Three2threeTerms(R) À R(FX) + +(− − R(FY)) +

+R(FY) == R(FX) +
+R(FY) + +(− − R(FY))

;
L05: x = x + y − y(R) À R(FX) == R(FX) + +R(FY) +

+(−− R(FY)) ;
L06: ==Symmetry ¤ L05 À R(FX) + +R(FY) + +(− −

R(FY)) == R(FX) ;
L07: eqTransitivity ¤ L04 ¤ L06 À R(FX) + +(− − R(FY)) +

+R(FY) == R(FX) ;
L08: SubLessLeft(R)¤L07¤L03 À R(FX) << R(FZ) + +R(FY) 2

[SystemQ lemma !! == Symmetry: ΠFX,FY:R(FX)!! == R(FY) ` R(FY)!! ==
R(FX)]

SystemQ proof of !! == Symmetry:
L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À FX, FY ;
L03: Premise À R(FY) == R(FX) ;
L04: ==Symmetry ¤ L03 À R(FX) == R(FY) ;
L05: Block À End ;
L06: Arbitrary À FX, FY ;
L07: Ded ¤ L05 À R(FY) == R(FX) ⇒

R(FX) == R(FY) ;
L08: Premise À R(FX)!! == R(FY) ;
L09: MT ¤ L07 ¤ L08 À R(FY)!! == R(FX) 2

————-(23.10.06)
[SystemQ lemma NegativeToRight(Eq)(R):ΠFX, FY, FZ:R(FX) + +(− −

R(FY)) == R(FZ) ` R(FX) == R(FZ) + +R(FY)]
SystemQ proof of NegativeToRight(Eq)(R):

L01: Arbitrary À FX, FY,FZ ;
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L02: Premise À R(FX) + +(− − R(FY)) ==
R(FZ) ;

L03: EqAddition(R) ¤ L02 À R(FX) + +(− − R(FY)) +
+R(FY) == R(FZ) + +R(FY) ;

L04: x = x + y − y(R) À R(FX) == R(FX) + +R(FY) +
+(−− R(FY)) ;

L05: Three2threeTerms(R) À R(FX) + +R(FY) + +(− −
R(FY)) == R(FX) + +(− −
R(FY)) + +R(FY) ;

L06: eqTransitivity4 ¤ L04 ¤ L05 ¤

L03 À R(FX) == R(FZ) + +R(FY) 2

[SystemQ lemma NegativeToRight(Eq)(1term)(R):ΠFX, FY:R(FX)++(−−
R(FY)) == 00 ` R(FX) == R(FY)]

SystemQ proof of NegativeToRight(Eq)(1term)(R):
L01: Arbitrary À FX, FY ;
L02: Premise À R(FX) + +(−− R(FY)) == 00 ;
L03: NegativeToRight(Eq)(R) ¤

L02 À R(FX) == 00 + +R(FY) ;
L04: Plus0Left(R) À 00 + +R(FY) == R(FY) ;
L05: eqTransitivity ¤ L03 ¤ L04 À R(FX) == R(FY) 2

[SystemQ lemma DoubleMinus(R):ΠFX: (−− (−− R(FX))) == R(FX)]
SystemQ proof of DoubleMinus(R):

L01: Arbitrary À FX ;
L02: Negative(R) À (− − R(FX)) + +(− − (− −

R(FX))) == 00 ;
L03: PlusCommutativity(R) À (− − R(FX)) + +(− − (− −

R(FX))) == (− − (− −
R(FX))) + +(−− R(FX)) ;

L04: ==Symmetry ¤ L03 À (− − (− − R(FX))) + +(− −
R(FX)) == (− − R(FX)) +
+(−− (−− R(FX))) ;

L05: eqTransitivity ¤ L04 ¤ L02 À (− − (− − R(FX))) + +(− −
R(FX)) == 00 ;

L06: NegativeToRight(Eq)(1term)(R)¤
L05 À (−− (−− R(FX))) == R(FX) 2

[SystemQ lemma UniqueNegative(R):ΠFX,FY, FZ:R(FX) + +R(FY) ==
00 ` R(FX) + +R(FZ) == 00 ` R(FY) == R(FZ)]

SystemQ proof of UniqueNegative(R):
L01: Arbitrary À FX, FY,FZ ;
L02: Premise À R(FX) + +R(FY) == 00 ;
L03: Premise À R(FX) + +R(FZ) == 00 ;
L04: PlusCommutativity(R) À R(FY) + +R(FX) == R(FX) +

+R(FY) ;
L05: eqTransitivity ¤ L04 ¤ L02 À R(FY) + +R(FX) == 00 ;
L06: PositiveToRight(Eq)(R) ¤

L05 À R(FY) == 00 + +(−− R(FX)) ;
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L07: PlusCommutativity(R) À R(FZ) + +R(FX) == R(FX) +
+R(FZ) ;

L08: eqTransitivity ¤ L07 ¤ L03 À R(FZ) + +R(FX) == 00 ;
L09: PositiveToRight(Eq)(R) ¤

L08 À R(FZ) == 00 + +(−− R(FX)) ;
L10: ==Symmetry ¤ L09 À 00 + +(−− R(FX)) == R(FZ) ;
L11: eqTransitivity ¤ L06 ¤ L10 À R(FY) == R(FZ) 2

[SystemQ lemma SubtractEquationsLeft(R):ΠFX, FY,FZ, FU:R(FX)++R(FZ) ==
R(FY) + +R(FU) ` R(FX) == R(FY) ` R(FZ) == R(FU)]

SystemQ proof of SubtractEquationsLeft(R):
L01: Arbitrary À FX, FY,FZ, FU ;
L02: Premise À R(FX) + +R(FZ) == R(FY) +

+R(FU) ;
L03: Premise À R(FX) == R(FY) ;
L04: PlusCommutativity(R) À R(FZ) + +R(FX) == R(FX) +

+R(FZ) ;
L05: PlusCommutativity(R) À R(FY) + +R(FU) == R(FU) +

+R(FY) ;
L06: eqTransitivity4 ¤ L04 ¤ L02 ¤

L05 À R(FZ) + +R(FX) == R(FU) +
+R(FY) ;

L07: SubtractEquations(R) ¤ L06 ¤

L03 À R(FZ) == R(FU) 2

[SystemQ lemma EqNegated(R):ΠFX, FY:R(FX) == R(FY) ` (−−R(FX)) ==
(−− R(FY))]

SystemQ proof of EqNegated(R):
L01: Arbitrary À FX, FY ;
L02: Premise À R(FX) == R(FY) ;
L03: Negative(R) À R(FX) + +(−− R(FX)) == 00 ;
L04: Negative(R) À R(FY) + +(−− R(FY)) == 00 ;
L05: ==Symmetry ¤ L04 À 00 == R(FY) + +(−− R(FY)) ;
L06: eqTransitivity ¤ L03 ¤ L05 À R(FX) + +(− − R(FX)) ==

R(FY) + +(−− R(FY)) ;
L07: SubtractEquationsLeft(R) ¤

L06 ¤ L02 À (−− R(FX)) == (−− R(FY)) 2

[SystemQ lemma NeqNegated(R):ΠFX, FY:R(FX)!! == R(FY) ` (− −
R(FX))!! == (−− R(FY))]

SystemQ proof of NeqNegated(R):
L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À FX, FY ;
L03: Premise À R(FX)!! == R(FY) ;
L04: Premise À (−− R(FX)) == (−− R(FY)) ;
L05: EqNegated(R) ¤ L04 À (−−(−−R(FX))) == (−−(−−

R(FY))) ;
L06: DoubleMinus(R) À (−− (−− R(FX))) == R(FX) ;
L07: ==Symmetry ¤ L06 À R(FX) == (−− (−− R(FX))) ;
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L08: DoubleMinus(R) À (−− (−− R(FY))) == R(FY) ;
L09: eqTransitivity4 ¤ L07 ¤ L05 ¤

L08 À R(FX) == R(FY) ;
L10: FromContradiction ¤ L09 ¤

L03 À (−−R(FX))!! == (−−R(FY)) ;
L11: Block À End ;
L12: Arbitrary À FX, FY ;
L13: Ded ¤ L11 À R(FX)!! == R(FY) ⇒ (− −

R(FX)) == (− − R(FY)) ⇒
¬̇ ((− − R(FX)) == (− −
R(FY)))n ;

L14: Premise À R(FX)!! == R(FY) ;
L15: MP ¤ L13 ¤ L14 À (− − R(FX)) == (− −

R(FY)) ⇒ ¬̇ ((− − R(FX)) ==
(−− R(FY)))n ;

L16: prop lemma imply negation ¤

L15 À ¬̇ ((− − R(FX)) == (− −
R(FY)))n 2

———–(23.10.06)
[SystemQ lemma SubLeqRight(R):ΠFX, FY, FZ:R(FX) == R(FY) ` R(FZ) <<==

R(FX) ` R(FZ) <<== R(FY)]
SystemQ proof of SubLeqRight(R):

L01: Arbitrary À FX, FY,FZ ;
L02: Premise À R(FX) == R(FY) ;
L03: Premise À R(FZ) <<== R(FX) ;
L04: lemma eqLeq(R) ¤ L02 À R(FX) <<== R(FY) ;
L05: LeqTransitivity(R) ¤ L03 ¤

L04 À R(FZ) <<== R(FY) 2

[SystemQ lemma LeqNegated(R):ΠFX,FY:R(FX) <<== R(FY) ` (− −
R(FY)) <<== (−− R(FX))]

SystemQ proof of LeqNegated(R):
L01: Arbitrary À FX, FY ;
L02: Premise À R(FX) <<== R(FY) ;
L03: leqAddition(R) ¤ L02 À R(FX) + +(−−R(FX)) <<==

R(FY) + +(−− R(FX)) ;
L04: Negative(R) À R(FX) + +(−− R(FX)) == 00 ;
L05: SubLeqLeft(R) ¤ L04 ¤ L03 À 00 <<== R(FY) + +(− −

R(FX)) ;
L06: PlusCommutativity(R) À R(FY)++(−−R(FX)) == (−−

R(FX)) + +R(FY) ;
L07: SubLeqRight(R)¤L06¤L05 À 00 <<== (− − R(FX)) +

+R(FY) ;
L08: leqAddition(R) ¤ L07 À 00 + +(− − R(FY)) <<==

(−−R(FX))++R(FY)++(−−
R(FY)) ;

L09: Plus0Left(R) À 00 + +(− − R(FY)) == (− −
R(FY)) ;
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L10: x = x + y − y(R) À (−−R(FX)) == (−−R(FX))+
+R(FY) + +(−− R(FY)) ;

L11: ==Symmetry ¤ L10 À (−−R(FX))++R(FY)++(−−
R(FY)) == (−− R(FX)) ;

L12: SubLeqLeft(R) ¤ L09 ¤ L08 À (− − R(FY)) <<== (− −
R(FX)) + +R(FY) + +(− −
R(FY)) ;

L13: SubLeqRight(R)¤L11¤L12 À (− − R(FY)) <<== (− −
R(FX)) 2

[SystemQ lemma LessNegated(R):ΠFX,FY:R(FX) << R(FY) ` (−−R(FY)) <<
(−− R(FX))]

SystemQ proof of LessNegated(R):
L01: Arbitrary À FX, FY ;
L02: Premise À R(FX) << R(FY) ;
L03: LessLeq(R) ¤ L02 À R(FX) <<== R(FY) ;
L04: LeqNegated(R) ¤ L03 À (− − R(FY)) <<== (− −

R(FX)) ;
L05: LessNeq(R) ¤ L02 À R(FX)!! == R(FY) ;
L06: NeqNegated(R) ¤ L05 À (−−R(FX))!! == (−−R(FY)) ;
L07: !! == Symmetry ¤ L06 À (−−R(FY))!! == (−−R(FX)) ;
L08: LeqNeqLess(R) ¤ L04 ¤ L07 À (−− R(FY)) << (−− R(FX)) 2

[SystemQ lemma − 0 = 0(R): (−− 00) == 00]
SystemQ proof of − 0 = 0(R):

L01: Negative(R) À 00 + +(−− 00) == 00 ;
L02: Plus0(R) À 00 + +00 == 00 ;
L03: UniqueNegative(R) ¤ L01 ¤

L02 À (−− 00) == 00 2

[SystemQ lemma NegativeNegated(R):ΠFX:R(FX) << 00 ` 00 << (− −
R(FX))]

SystemQ proof of NegativeNegated(R):
L01: Arbitrary À FX ;
L02: Premise À R(FX) << 00 ;
L03: LessNegated(R) ¤ L02 À (−− 00) << (−− R(FX)) ;
L04: −0 = 0(R) À (−− 00) == 00 ;
L05: SubLessLeft(R)¤L04¤L03 À 00 << (−− R(FX)) 2

[SystemQ lemma LeqTotality(R):ΠFX, FY:R(FX) <<== R(FY) ∨̇ R(FY) <<==
R(FX)]

SystemQ proof of LeqTotality(R):
L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À FX, FY ;
L03: Premise À ¬̇ (R(FX) <<== R(FY))n ;
L04: ToLess(R) ¤ L03 À R(FY) << R(FX) ;
L05: LessLeq(R) ¤ L04 À R(FY) <<== R(FX) ;
L06: Block À End ;
L07: Arbitrary À FX, FY ;
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L03: Ded ¤ L06 À ¬̇ (R(FX) <<== R(FY))n ⇒
R(FY) <<== R(FX) ;

L08: Repetition ¤ L03 À R(FX) <<== R(FY) ∨̇
R(FY) <<== R(FX) 2

[SystemQ lemma FromLeqGeq(R):ΠA,FX,FY:R(FX) <<== R(FY) ⇒
A ` R(FY) <<== R(FX) ⇒ A ` A]

SystemQ proof of FromLeqGeq(R):
L01: Arbitrary À A, FX, FY ;
L02: Premise À R(FX) <<== R(FY) ⇒ A ;
L03: Premise À R(FY) <<== R(FX) ⇒ A ;
L04: LeqTotality(R) À R(FX) <<== R(FY) ∨̇

R(FY) <<== R(FX) ;
L05: FromDisjuncts ¤ L04 ¤ L02 ¤

L03 À A 2

——–(24.10.06)
[SystemQ lemma FromLess(R):ΠFX, FY:R(FX) << R(FY) ` ¬̇ (R(FY) <<==

R(FX))n]
SystemQ proof of FromLess(R):

L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À FX, FY ;
L03: Premise À R(FX) << R(FY) ;
L04: Premise À R(FY) <<== R(FX) ;
L05: LessLeq(R) ¤ L03 À R(FX) <<== R(FY) ;
L06: LeqAntisymmetry(R) ¤ L05 ¤

L04 À R(FX) == R(FY) ;
L07: LessNeq(R) ¤ L03 À R(FX)!! == R(FY) ;
L08: FromContradiction ¤ L06 ¤

L07 À ¬̇ (R(FY) <<== R(FX))n ;
L09: Block À End ;
L10: Arbitrary À FX, FY ;
L03: Ded ¤ L09 À R(FX) << R(FY) ⇒

R(FY) <<== R(FX) ⇒
¬̇ (R(FY) <<== R(FX))n ;

L04: Premise À R(FX) << R(FY) ;
L05: MP ¤ L03 ¤ L04 À R(FY) <<== R(FX) ⇒

¬̇ (R(FY) <<== R(FX))n ;
L11: prop lemma imply negation ¤

L05 À ¬̇ (R(FY) <<== R(FX))n 2

[SystemQ lemma from <<==:ΠFX,FY:R(FX) <<== R(FY) ` FX ≤f

FY]
SystemQ proof of from <<==:

L01: Arbitrary À FX, FY ;
L02: Premise À R(FX) <<== R(FY) ;
L03: Repetition ¤ L02 À R(FX) << R(FY) ∨̇ R(FX) =

R(FY) ;
L04: Repetition ¤ L03 À FX <f FY ∨̇ R(FX) = R(FY) ;
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L05: Block À Begin ;
L06: Arbitrary À FX, FY ;
L02: Premise À FX <f FY ;
L07: WeakenOr2 ¤ L02 À FX <f FY ∨̇ SF(FX,FY) ;
L08: Block À End ;
L09: Block À Begin ;
L10: Arbitrary À FX, FY ;
L02: Premise À R(FX) = R(FY) ;
L03: From == À SF(FX, FY) ;
L11: WeakenOr1 ¤ L03 À FX <f FY ∨̇ SF(FX,FY) ;
L12: Block À End ;
L13: Ded ¤ L08 À FX <f FY ⇒ FX <f FY ∨̇

SF(FX, FY) ;
L14: Ded ¤ L12 À R(FX) = R(FY) ⇒ FX <f

FY ∨̇ SF(FX, FY) ;
L15: FromDisjuncts ¤ L04 ¤ L13 ¤

L14 À FX <f FY ∨̇ SF(FX,FY) ;
L16: Repetition ¤ L15 À FX ≤f FY 2

[SystemQ lemma NonnegativeNumerical(F):ΠFX: 0f ≤f FX ` |fFX| = FX]
SystemQ proof of NonnegativeNumerical(F):

L01: Arbitrary À FX ;
L02: Premise À 0f ≤f FX ;
L03: NumericalF À (0f ≤f FX ⇒ |fFX| = FX) ∧̇

(¬̇ (0f ≤f FX)n ⇒ |fFX| =
−fFX) ;

L04: FirstConjunct ¤ L03 À 0f ≤f FX ⇒ |fFX| = FX ;
L05: MP ¤ L04 ¤ L02 À |fFX| = FX 2

[SystemQ lemma NonnegativeNumerical(R):ΠFX: 00 <<== R(FX) ` |rR(FX)| =
R(FX)]

SystemQ proof of NonnegativeNumerical(R):
L01: Arbitrary À FX ;
L02: Premise À 00 <<== R(FX) ;
L03: from <<== ¤L02 À 0f ≤f FX ;
L04: NonnegativeNumerical(F) ¤

L03 À |fFX| = FX ;
L05: (Adgic)SameR ¤ L04 À R(|fFX|) = R(FX) ;
L06: Repetition ¤ L05 À |rR(FX)| = R(FX) 2

[SystemQ lemma to <<==: ΠFX,FY:FX ≤f FY ` R(FX) <<== R(FY)]
SystemQ proof of to <<==:

L01: Arbitrary À FX, FY ;
L02: Premise À FX ≤f FY ;
L03: Repetition ¤ L02 À FX <f FY ∨̇ SF(FX,FY) ;
L04: Block À Begin ;
L05: Arbitrary À FX, FY ;
L06: Premise À FX <f FY ;
L07: Repetition ¤ L06 À R(FX) << R(FY) ;
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L08: WeakenOr2 ¤ L07 À R(FX) << R(FY) ∨̇ R(FX) =
R(FY) ;

L09: Block À End ;
L10: Block À Begin ;
L11: Arbitrary À FX, FY ;
L02: Premise À SF(FX, FY) ;
L03: To == ¤L02 À R(FX) = R(FY) ;
L12: WeakenOr1 ¤ L03 À R(FX) << R(FY) ∨̇ R(FX) =

R(FY) ;
L13: Block À End ;
L06: Ded ¤ L09 À FX <f FY ⇒ R(FX) <<

R(FY) ∨̇ R(FX) = R(FY) ;
L07: Ded ¤ L13 À SF(FX, FY) ⇒ R(FX) <<

R(FY) ∨̇ R(FX) = R(FY) ;
L14: FromDisjuncts ¤ L03 ¤ L06 ¤

L07 À R(FX) << R(FY) ∨̇ R(FX) =
R(FY) ;

L15: Repetition ¤ L14 À R(FX) <<== R(FY) 2

[SystemQ lemma NegativeNumerical(F):ΠFX: ¬̇ (0f ≤f FX)n ` |fFX| =
−fFX]

SystemQ proof of NegativeNumerical(F):
L01: Arbitrary À FX ;
L02: Premise À ¬̇ (0f ≤f FX)n ;
L03: NumericalF À (0f ≤f FX ⇒ |fFX| = FX) ∧̇

(¬̇ (0f ≤f FX)n ⇒ |fFX| =
−fFX) ;

L04: SecondConjunct ¤ L03 À ¬̇ (0f ≤f FX)n ⇒ |fFX| =
−fFX ;

L05: MP ¤ L04 ¤ L02 À |fFX| = −fFX 2

[SystemQ lemma NegativeNumerical(R):ΠFX:R(FX) << 00 ` |rR(FX)| ==
(−− R(FX))]

SystemQ proof of NegativeNumerical(R):
L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À FX ;
L03: Premise À R(FX) << 00 ;
L04: Premise À 0f ≤f FX ;
L05: FromLess(R) ¤ L03 À ¬̇ (00 <<== R(FX))n ;
L06: to <<== ¤L04 À 00 <<== R(FX) ;
L07: FromContradiction ¤ L06 ¤

L05 À ¬̇ (0f ≤f FX)n ;
L08: Block À End ;
L09: Arbitrary À FX ;
L03: Ded ¤ L08 À R(FX) << 00 ⇒ 0f ≤f FX ⇒

¬̇ (0f ≤f FX)n ;
L04: Premise À R(FX) << 00 ;
L05: MP ¤ L03 ¤ L04 À 0f ≤f FX ⇒ ¬̇ (0f ≤f FX)n ;
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L06: prop lemma imply negation ¤

L05 À ¬̇ (0f ≤f FX)n ;
L10: NegativeNumerical(F) À |fFX| = −fFX ;
L11: (Adgic)SameR ¤ L10 À R(|fFX|) = R(−fFX) ;
L12: Repetition ¤ L11 À |rR(FX)| = (−− R(FX)) 2

[SystemQ lemma 0 <= |x|(R):ΠFX: 00 <<== |rR(FX)|]
SystemQ proof of 0 <= |x|(R):

L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À FX ;
L03: Premise À 00 <<== R(FX) ;
L04: NonnegativeNumerical(R) ¤

L03 À |rR(FX)| == R(FX) ;
L05: ==Symmetry ¤ L04 À R(FX) == |rR(FX)| ;
L06: SubLeqRight(R)¤L05¤L03 À 00 <<== |rR(FX)| ;
L07: Block À End ;
L08: Block À Begin ;
L09: Arbitrary À FX ;
L10: Premise À ¬̇ (00 <<== R(FX))n ;
L11: ToLess(R) ¤ L10 À R(FX) << 00 ;
L12: NegativeNumerical(R)¤L11 À |rR(FX)| == (−− R(FX)) ;
L13: ==Symmetry ¤ L12 À (−− R(FX)) == |rR(FX)| ;
L14: NegativeNegated(R) ¤ L11 À 00 << (−− R(FX)) ;
L15: LessLeq(R) ¤ L14 À 00 <<== (−− R(FX)) ;
L16: SubLeqRight(R)¤L13¤L15 À 00 <<== |rR(FX)| ;
L17: Block À End ;
L18: Arbitrary À FX ;
L19: Ded ¤ L07 À 00 <<== R(FX) ⇒ 00 <<==

|rR(FX)| ;
L20: Ded ¤ L17 À ¬̇ (00 <<== R(FX))n ⇒

00 <<== |rR(FX)| ;
L21: FromNegations ¤ L19 ¤ L20 À 00 <<== |rR(FX)| 2

———–(24.10.06)
[SystemQ lemma PositiveNegated(R):ΠFX: 00 << R(FX) ` (−−R(FX)) <<

00]
SystemQ proof of PositiveNegated(R):

L01: Arbitrary À FX ;
L02: Premise À 00 << R(FX) ;
L03: LessNegated(R) ¤ L02 À (−− R(FX)) << (−− 00) ;
L04: −0 = 0(R) À (−− 00) == 00 ;
L05: SubLessRight(R)¤L04¤L03 À

(−− R(FX)) << 00 2

[SystemQ lemma AddEquations(R):ΠFX, FY, FZ,FU:R(FX) == R(FY) `
R(FZ) == R(FU) ` R(FX) + +R(FZ) == R(FY) + +R(FU)]

SystemQ proof of AddEquations(R):
L01: Arbitrary À FX, FY,FZ, FU ;
L02: Premise À R(FX) == R(FY) ;
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L03: Premise À R(FZ) == R(FU) ;
L04: EqAddition(R) ¤ L02 À R(FX) + +R(FZ) == R(FY) +

+R(FZ) ;
L05: EqAdditionLeft(R) ¤ L03 À R(FY) + +R(FZ) == R(FY) +

+R(FU) ;
L06: eqTransitivity ¤ L04 ¤ L05 À R(FX) + +R(FZ) == R(FY) +

+R(FU) 2

[SystemQ lemma DistributionOut(R):ΠFX, FY, FZ:R(FX)∗∗R(FY)++R(FX)∗
∗R(FZ) == R(FX) ∗ ∗(R(FY) + +R(FZ))]

SystemQ proof of DistributionOut(R):
L01: Arbitrary À FX, FY,FZ ;
L02: Distribution(R) À R(FX)∗∗(R(FY)++R(FZ)) ==

R(FX) ∗ ∗R(FY) + +R(FX) ∗
∗R(FZ) ;

L03: ==Symmetry ¤ L02 À R(FX) ∗ ∗R(FY) + +R(FX) ∗
∗R(FZ) == R(FX)∗∗(R(FY)+
+R(FZ)) 2

[SystemQ lemma x∗0+x = x(R): ΠFX: R(FX)∗∗00++R(FX) == R(FX)]
SystemQ proof of x ∗ 0 + x = x(R):

L01: Arbitrary À FX ;
L02: Times1(R) À R(FX) ∗ ∗01 == R(FX) ;
L03: ==Symmetry ¤ L02 À R(FX) == R(FX) ∗ ∗01 ;
L04: EqAdditionLeft(R) ¤ L03 À R(FX) ∗ ∗00 + +R(FX) ==

R(FX) ∗ ∗00 + +R(FX) ∗ ∗01 ;
L05: Distribution(R) À R(FX)∗∗(00++01) == R(FX)∗

∗00 + +R(FX) ∗ ∗01 ;
L06: ==Symmetry ¤ L05 À R(FX)∗∗00++R(FX)∗∗01 ==

R(FX) ∗ ∗(00 + +01) ;
L07: Plus0Left(R) À 00 + +01 == 01 ;
L08: EqMultiplicationLeft(R) ¤

L07 À R(FX)∗∗(00++01) == R(FX)∗
∗01 ;

L09: eqTransitivity5 ¤ L04 ¤ L06 ¤

L08 ¤ L02 À R(FX) ∗ ∗00 + +R(FX) ==
R(FX) 2

——–(24.10.06)
[SystemQ lemma x ∗ 0 = 0(R)(fff): ΠFX: R(FX) ∗ ∗00 == 00]
SystemQ proof of x ∗ 0 = 0(R)(fff):

L01: Arbitrary À FX ;
L02: x = x + (y − y)(R) À R(FX) ∗ ∗00 == R(FX) ∗ ∗00 +

+(R(FX) + +(−− R(FX))) ;
L03: PlusAssociativity(R) À R(FX)∗∗00++R(FX)++(−−

R(FX)) == R(FX) ∗ ∗00 +
+(R(FX) + +(−− R(FX))) ;

L04: ==Symmetry ¤ L03 À R(FX)∗∗00++(R(FX)++(−−
R(FX))) == R(FX) ∗ ∗00 +
+R(FX) + +(−− R(FX)) ;

38



L05: x ∗ 0 + x = x(R) À R(FX) ∗ ∗00 + +R(FX) ==
R(FX) ;

L06: EqAddition(R) ¤ L05 À R(FX)∗∗00++R(FX)++(−−
R(FX)) == R(FX) + +(− −
R(FX)) ;

L07: Negative(R) À R(FX) + +(−− R(FX)) == 00 ;
L08: eqTransitivity5 ¤ L02 ¤ L04 ¤

L06 ¤ L07 À R(FX) ∗ ∗00 == 00 2

[SystemQ lemma Times(−1)(R):ΠFX:R(FX)∗∗(−−01) == (−−R(FX))]
SystemQ proof of Times(−1)(R):

L01: Arbitrary À FX ;
L02: Negative(R) À 01 + +(−− 01) == 00 ;
L03: PlusCommutativity(R) À (−− 01) + +01 == 01 + +(−−

01) ;
L04: eqTransitivity ¤ L03 ¤ L02 À (−− 01) + +01 == 00 ;
L05: EqMultiplicationLeft(R) ¤

L04 À R(FX) ∗ ∗((−− 01) + +01) ==
R(FX) ∗ ∗00 ;

L06: x ∗ 0 = 0(R)(fff) À R(FX) ∗ ∗00 == 00 ;
L07: eqTransitivity ¤ L05 ¤ L06 À R(FX)∗∗((−−01)++01) == 00 ;
L08: Distribution(R) À R(FX) ∗ ∗((−− 01) + +01) ==

R(FX)∗∗(−−01)++R(FX)∗∗01 ;
L09: ==Symmetry ¤ L08 À R(FX) ∗ ∗(−− 01) + +R(FX) ∗

∗01 == R(FX) ∗ ∗((− − 01) +
+01) ;

L10: eqTransitivity ¤ L09 ¤ L07 À R(FX) ∗ ∗(−− 01) + +R(FX) ∗
∗01 == 00 ;

L11: PositiveToRight(Eq)(R) ¤

L10 À R(FX) ∗ ∗(− − 01) == 00 +
+(−− (R(FX) ∗ ∗01)) ;

L12: Plus0Left(R) À 00 + +(−− (R(FX) ∗ ∗01)) ==
(−− (R(FX) ∗ ∗01)) ;

L13: eqTransitivity ¤ L11 ¤ L12 À R(FX) ∗ ∗(− − 01) == (− −
(R(FX) ∗ ∗01)) ;

L14: Times1(R) À R(FX) ∗ ∗01 == R(FX) ;
L15: EqNegated(R) ¤ L14 À (− − (R(FX) ∗ ∗01)) == (− −

R(FX)) ;
L16: eqTransitivity ¤ L13 ¤ L15 À R(FX) ∗ ∗(− − 01) == (− −

R(FX)) 2

[SystemQ lemma Times(−1)Left(R):ΠFX: (− − 01) ∗ ∗R(FX) == (− −
R(FX))]

SystemQ proof of Times(−1)Left(R):
L01: Arbitrary À FX ;
L02: Times(−1)(R) À R(FX) ∗ ∗(− − 01) == (− −

R(FX)) ;
L03: TimesCommutativity(R) À (−− 01) ∗ ∗R(FX) == R(FX) ∗

∗(−− 01) ;
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L04: eqTransitivity ¤ L03 ¤ L02 À (− − 01) ∗ ∗R(FX) == (− −
R(FX)) 2

(************)
[SystemQ lemma − x− y = −(x + y)(R):ΠFX,FY: (−−R(FX)) + +(−−

R(FY)) == (−− (R(FX) + +R(FY)))]
SystemQ proof of − x− y = −(x + y)(R):

L01: Arbitrary À FX, FY ;
L02: Times(−1)Left(R) À (− − 01) ∗ ∗R(FX) == (− −

R(FX)) ;
L03: Times(−1)Left(R) À (− − 01) ∗ ∗R(FY) == (− −

R(FY)) ;
L04: AddEquations(R) ¤ L02 ¤

L03 À (−−01)∗∗R(FX)++(−−01)∗
∗R(FY) == (− − R(FX)) +
+(−− R(FY)) ;

L05: ==Symmetry ¤ L04 À (− − R(FX)) + +(− −
R(FY)) == (−−01)∗∗R(FX)+
+(−− 01) ∗ ∗R(FY) ;

L06: DistributionOut(R) À (− − 01) ∗ ∗R(FX) + +(− −
01) ∗ ∗R(FY) == (− − 01) ∗
∗(R(FX) + +R(FY)) ;

L07: Times(−1)Left(R) À (− − 01) ∗ ∗(R(FX) +
+R(FY)) == (− − (R(FX) +
+R(FY))) ;

L08: eqTransitivity4 ¤ L05 ¤ L06 ¤

L07 À (− − R(FX)) + +(− −
R(FY)) == (− − (R(FX) +
+R(FY))) 2

[SystemQ lemma LessTotality(R):ΠFX, FY:R(FX) << R(FY) ∨̇ R(FX) ==
R(FY) ∨̇ R(FY) << R(FX)]

SystemQ proof of LessTotality(R):
L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À FX, FY ;
L03: Premise À ¬̇ (R(FX) << R(FY))n ;
L04: Premise À R(FX)!! == R(FY) ;
L05: FromNotLess(R) ¤ L03 À R(FY) <<== R(FX) ;
L06: !! == Symmetry ¤ L04 À R(FY)!! == R(FX) ;
L07: LeqNeqLess(R) ¤ L05 ¤ L06 À R(FY) << R(FX) ;
L08: Block À End ;
L09: Arbitrary À FX, FY ;
L10: Ded ¤ L08 À ¬̇ (R(FX) << R(FY))n ⇒

R(FX)!! == R(FY) ⇒
R(FY) << R(FX) ;

L11: Repetition ¤ L10 À R(FX) << R(FY) ∨̇
R(FX) == R(FY) ∨̇
R(FY) << R(FX) 2
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[SystemQ lemma SameNumerical(R):ΠFX,FY: R(FX) == R(FY) ` |rR(FX)| ==
|rR(FY)|]

SystemQ proof of SameNumerical(R):
L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À FX, FY ;
L03: Premise À 00 <<== R(FX) ;
L04: Premise À R(FX) == R(FY) ;
L05: NonnegativeNumerical(R) ¤

L03 À |rR(FX)| == R(FX) ;
L06: SubLeqRight(R)¤L04¤L03 À 00 <<== R(FY) ;
L07: NonnegativeNumerical(R) ¤

L06 À |rR(FY)| == R(FY) ;
L08: ==Symmetry ¤ L07 À R(FY) == |rR(FY)| ;
L09: eqTransitivity4 ¤ L05 ¤ L04 ¤

L08 À |rR(FX)| == |rR(FY)| ;
L10: Block À End ;
L11: Block À Begin ;
L12: Arbitrary À FX, FY ;
L13: Premise À ¬̇ (00 <<== R(FX))n ;
L14: Premise À R(FX) == R(FY) ;
L15: ToLess(R) ¤ L13 À R(FX) << 00 ;
L16: NegativeNumerical(R)¤L15 À |rR(FX)| == (−− R(FX)) ;
L17: SubLessLeft(R)¤L14¤L15 À R(FY) << 00 ;
L18: NegativeNumerical(R)¤L17 À |rR(FY)| == (−− R(FY)) ;
L19: ==Symmetry ¤ L18 À (−− R(FY)) == |rR(FY)| ;
L20: EqNegated(R) ¤ L14 À (−− R(FX)) == (−− R(FY)) ;
L21: eqTransitivity4 ¤ L16 ¤ L20 ¤

L19 À |rR(FX)| == |rR(FY)| ;
L22: Block À End ;
L23: Arbitrary À FX, FY ;
L24: Premise À R(FX) == R(FY) ;
L25: Ded ¤ L10 À 00 <<== R(FX) ⇒

R(FX) == R(FY) ⇒
|rR(FX)| == |rR(FY)| ;

L26: Ded ¤ L22 À ¬̇ (00 <<== R(FX))n ⇒
R(FX) == R(FY) ⇒
|rR(FX)| == |rR(FY)| ;

L27: FromNegations ¤ L25 ¤ L26 À R(FX) == R(FY) ⇒
|rR(FX)| == |rR(FY)| ;

L28: MP ¤ L27 ¤ L24 À |rR(FX)| == |rR(FY)| 2

[SystemQ lemma MinusNegated(R):ΠFX, FY: (−−(R(FX)++(−−R(FY)))) ==
R(FY) + +(−− R(FX))]

SystemQ proof of MinusNegated(R):
L01: Arbitrary À FX, FY ;
L02: DoubleMinus(R) À (−− (−− R(FY))) == R(FY) ;
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L03: EqAddition(R) ¤ L02 À (− − (− − R(FY))) + +(− −
R(FX)) == R(FY) + +(− −
R(FX)) ;

L04: ==Symmetry ¤ L03 À R(FY)++(−−R(FX)) == (−−
(−− R(FY))) + +(−− R(FX)) ;

L05: −x− y = −(x + y)(R) À (− − (− − R(FY))) + +(− −
R(FX)) == (−−((−−R(FY))+
+R(FX))) ;

L06: PlusCommutativity(R) À (− − R(FY)) + +R(FX) ==
R(FX) + +(−− R(FY)) ;

L07: EqNegated(R) ¤ L06 À (− − ((− − R(FY)) +
+R(FX))) == (− − (R(FX) +
+(−− R(FY)))) ;

L08: eqTransitivity4 ¤ L04 ¤ L05 ¤

L07 À R(FY)++(−−R(FX)) == (−−
(R(FX) + +(−− R(FY)))) ;

L09: ==Symmetry ¤ L08 À (− − (R(FX) + +(− −
R(FY)))) == R(FY) + +(− −
R(FX)) 2

———–(24.10.06)
[SystemQ lemma PositiveNumerical(R):ΠFX: 00 << R(FX) ` |rR(FX)| ==

R(FX)]
SystemQ proof of PositiveNumerical(R):

L01: Arbitrary À FX ;
L02: Premise À 00 << R(FX) ;
L03: LessLeq(R) ¤ L02 À 00 <<== R(FX) ;
L04: NonnegativeNumerical(R) ¤

L03 À |rR(FX)| == R(FX) 2

[SystemQ lemma SignNumerical(+)(R):ΠFX: 00 << R(FX) ` |rR(FX)| ==
|r(−− R(FX))|]

SystemQ proof of SignNumerical(+)(R):
L01: Arbitrary À FX ;
L02: Premise À 00 << R(FX) ;
L03: PositiveNumerical(R) ¤ L02 À |rR(FX)| == R(FX) ;
L04: PositiveNegated(R) ¤ L02 À (−− R(FX)) << 00 ;
L05: NegativeNumerical(R)¤L04 À |r(− − R(FX))| == (− − (− −

R(FX))) ;
L06: DoubleMinus(R) À (−− (−− R(FX))) == R(FX) ;
L07: eqTransitivity ¤ L05 ¤ L06 À |r(−− R(FX))| == R(FX) ;
L08: ==Symmetry ¤ L07 À R(FX) == |r(−− R(FX))| ;
L09: eqTransitivity ¤ L03 ¤ L08 À |rR(FX)| == |r(−− R(FX))| 2

[SystemQ lemma SignNumerical(R):ΠFX: |rR(FX)| == |r(−− R(FX))|]
SystemQ proof of SignNumerical(R):

L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À FX ;
L03: Premise À R(FX) << 00 ;
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L04: NegativeNegated(R) ¤ L03 À 00 << (−− R(FX)) ;
L05: SignNumerical(+)(R) ¤ L04 À |r(−−R(FX))| == |r(−− (−−

R(FX)))| ;
L06: DoubleMinus(R) À (−− (−− R(FX))) == R(FX) ;
L07: SameNumerical(R) ¤ L06 À |r(− − (− − R(FX)))| ==

|rR(FX)| ;
L08: eqTransitivity ¤ L05 ¤ L07 À |r(−− R(FX))| == |rR(FX)| ;
L09: ==Symmetry ¤ L08 À |rR(FX)| == |r(−− R(FX))| ;
L10: Block À End ;
L11: Block À Begin ;
L12: Arbitrary À FX ;
L03: Premise À R(FX) == 00 ;
L04: EqNegated(R) ¤ L03 À (−− R(FX)) == (−− 00) ;
L05: −0 = 0(R) À (−− 00) == 00 ;
L06: ==Symmetry ¤ L03 À 00 == R(FX) ;
L07: eqTransitivity4 ¤ L04 ¤ L05 ¤

L06 À (−− R(FX)) == R(FX) ;
L08: ==Symmetry ¤ L07 À R(FX) == (−− R(FX)) ;
L13: SameNumerical(R) ¤ L08 À |rR(FX)| == |r(−− R(FX))| ;
L14: Block À End ;
L15: Block À Begin ;
L16: Arbitrary À FX ;
L03: Premise À 00 << R(FX) ;
L17: SignNumerical(+)(R) ¤ L03 À |rR(FX)| == |r(−− R(FX))| ;
L18: Block À End ;
L19: Arbitrary À FX ;
L20: Ded ¤ L10 À R(FX) << 00 ⇒ |rR(FX)| ==

|r(−− R(FX))| ;
L21: Ded ¤ L14 À R(FX) == 00 ⇒ |rR(FX)| ==

|r(−− R(FX))| ;
L22: Ded ¤ L18 À 00 << R(FX) ⇒ |rR(FX)| ==

|r(−− R(FX))| ;
L23: LessTotality(R) À R(FX) << 00 ∨̇ R(FX) ==

00 ∨̇ 00 << R(FX) ;
L24: From3Disjuncts ¤ L23 ¤ L20 ¤

L21 ¤ L22 À |rR(FX)| == |r(−− R(FX))| 2

[SystemQ lemma NumericalDifference(R):ΠFX, FY: |rR(FX)++(−−R(FY))| ==
|rR(FY) + +(−− R(FX))|]

SystemQ proof of NumericalDifference(R):
L01: Arbitrary À FX, FY ;
L02: SignNumerical(R) À |rR(FX) + +(− − R(FY))| ==

|r(−−(R(FX)++(−−R(FY))))| ;
L03: MinusNegated(R) À (− − (R(FX) + +(− −

R(FY)))) == R(FY) + +(− −
R(FX)) ;
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L04: SameNumerical(R) ¤ L03 À |r(− − (R(FX) + +(− −
R(FY))))| == |rR(FY) +
+(−− R(FX))| ;

L05: eqTransitivity ¤ L02 ¤ L04 À |rR(FX) + +(− − R(FY))| ==
|rR(FY) + +(−− R(FX))| 2

——–(25.10.06)
[SystemQ lemma x <= |x|(R): ΠFX:R(FX) <<== |rR(FX)|]
SystemQ proof of x <= |x|(R):

L01: Block À Begin ;
L02: Arbitrary À FX ;
L03: Premise À 00 <<== R(FX) ;
L04: NonnegativeNumerical(R) À |rR(FX)| == R(FX) ;
L05: ==Symmetry ¤ L04 À R(FX) == |rR(FX)| ;
L06: lemma eqLeq(R) ¤ L05 À R(FX) <<== |rR(FX)| ;
L07: Block À End ;
L08: Block À Begin ;
L09: Arbitrary À FX ;
L03: Premise À R(FX) <<== 00 ;
L04: 0 <= |x|(R) À 00 <<== |rR(FX)| ;
L10: LeqTransitivity(R) ¤ L03 ¤

L04 À R(FX) <<== |rR(FX)| ;
L11: Block À End ;
L12: Arbitrary À FX ;
L03: Ded ¤ L07 À 00 <<== R(FX) ⇒

R(FX) <<== |rR(FX)|
;

L04: Ded ¤ L11 À R(FX) <<== 00 ⇒
R(FX) <<== |rR(FX)|

;
L13: FromLeqGeq(R)¤L03¤L04 À R(FX) <<== |rR(FX)| 2
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[LessLeq(R)], [MemberOfSeries], [memberOfSeries(Type)], [sup],
[ToNegatedAnd(1)], [UniqueNegative], [DoubleMinus], [MinusNegated],
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[MultiplyEquations(Leq)], [ThirdGeqSeries], [LeqNeqLess], [FromLess], [ToLess],
[fromNotLess], [toNotLess], [NegativeLessPositive], [leqLessTransitivity],
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[LessNegated], [PositiveNonzero], [PositiveNegated], [NonpositiveNegated],
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[MaxLeq(1)], [MaxLeq(2)], [LessThanMax], [x + y = zBackwards],
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[DistributionOut(Minus)], [PositiveToRight(Eq)(1term)],
[SameSeries(NumDiff)], [ToNegatedDoubleImply], [AddNegatedAll],
[(A)to( E )(Imply)], [(E)to( A )(Imply)], [(E )to( A)(Imply)], [ToNegatedAEA],
[Three2threeTerms(R)], [LessNeq(F)(Helper)], [LessNeq(F)], [LessNeq(R)],
[x = x + (y − y)(R)], [x = x + y − y(R)], [SubtractEquations(R)],
[NeqAddition(R)], [PositiveToRight(Less)(R)],
[PositiveToRight(Less)(1term)(R)], [LeqNeqLess(R)], [SubLeqLeft(R)],
[ToLeq(Advanced)(R)], [LeqLessTransitivity(R)], [NegativeToLeft(Eq)(R)],
[NegativeToRight(Less)(R)], [!! == Symmetry], [SwitchTerms(x <= y − z)],
[Plus0Left(R)], [PositiveToRight(Eq)(R)], [EqAdditionLeft(R)],
[Three2twoTerms(R)], [To!! ==], [PositiveToRight(Less)(1term)], [(A )to( E)],
[NegativeToRight(Eq)(R)], [NegativeToRight(Eq)(1term)(R)],
[DoubleMinus(R)], [UniqueNegative(R)], [SubtractEquationsLeft(R)],
[EqNegated(R)], [NeqNegated(R)], [−0 = 0(R)], [NegativeNegated(R)],
[FromLeqGeq(R)], [0 <= |x|(R)], [PositiveNegated(R)], [AddEquations(R)],
[Times(−1)(R)], [Times(−1)Left(R)], [−x− y = −(x + y)(R)], [LessTotality(R)],
[SameNumerical(R)], [MinusNegated(R)], [PositiveNumerical(R)],
[SignNumerical(+)(R)], [NonnegativeNumerical(R)], [NegativeNumerical(R)],
[LeqNegated(R)], [LessNegated(R)], [SubLeqRight(R)], [FromLess(R)],
[DistributionOut(R)], [x ∗ 0 + x = x(R)], [x ∗ 0 = 0(R)(fff)], [SignNumerical(R)],
[NumericalDifference(R)], [x <= |x|(R)], [USlimitIsUpperBound(Helper)],
[USlimitIsUpperBound], [(−1) ∗ (−1) + (−1) ∗ 1 = 0(R)], [(−1) ∗ (−1) = 1(R)],
[0 < 1Helper(R)], [0 < 1(R)], [ExpZero(Exact)(R)], [PositiveBase(R)(Base)],
[Three2twoFactors(R)], [x = x ∗ y ∗ (1/y)(R)], [NeqMultiplication(R)],
[LessTransitivity(R)], [0 < 2(R)], [SameExp(R)(Base)], [SameExp(R)(Indu)],
[SameExp(R)], [SubNeqLeft(R)], [SubNeqRight(R)], [NonzeroFactors(R)],
[NonnegativeFactors(R)], [PositiveFactors(R)], [LessDivision(R)], [0 < 1/2(R)],
[PositiveToRight(Eq)(1term)(R)], [Exp(+1)(R)], [PositiveBase(R)(Indu)],
[PositiveBase(R)], [−x ∗ y = −(x ∗ y)(R)], [PositiveToLeft(Eq)(R)],
[Times1Left(R)], [x + x = 2 ∗ x(R)], [(1/2)x + (1/2)x = x(R)],
[DistributionOut(Minus)(R)], [(1/2)(x + y)− x = (1/2)(y − x)(R)],
[IntervalSize(R)(Base)], [LessMultiplicationLeft(R)], [NegativeToLeft(Less)(R)],
[NegativeToLeft(Less)(1term)(R)], [y − (1/2)(x + y) = (1/2)(y − x)(R)],
[IntervalSize(R)(Indu)], [IntervalSize(R)], [XSlessUS(R)],
[USdecreasing(+1)(R)], [ExpUnbounded(Base)], [ExpUnbounded(Indu)],
[ExpUnbounded], [1 <= x + 1(N)], [ExpNonzero(Base)], [ExpNonzero(Indu)],
[ExpNonzero], [ExpNonzero(2)], [HalfBase(Base)], [HalfBase(Indu)],
[MultiplyEquations(R)], [NonreciprocalToRight(Eq)(1term)(R)],
[PositiveNonzero(R)], [NonzeroProduct(2)(R)], [HalfBase],
[Three2threeFactors(R)], [x ∗ y = zBackwards(R)], [PositiveInverted(R)],
[ReciprocalToRight(Less)(R)], [ReciprocalToRight(Less)(1term)(R)],
[NonreciprocalToLeft(Less)(R)], [1 < x ∗ y(R)], [SwitchFactors(1/x < y)(R)],
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[SmallHalving], [IntervalSize(anyPositive)], [USdecreasing(+n)(Base)],
[USdecreasing(+n)(Indu)], [USdecreasing(+n)], [USdecreasing],
[LeqAdditionLeft(R)], [ToNotLess(R)], [LimitOfUSIsLeq],
[SubtractEquations(Less)(R)], [SubtractEquationsLeft(Less)(R)],
[LessNegated(Negative)(R)], [FromNegatedAnd(Imply)],
[RemoveDoubleNeg(Consequent)], [FromNotUpperBound], [LeqNUB],
[USlimitIsLeastUpperBound(Helper)], [USlimitIsLeastUpperBound],
[ExistMP3], [GreaterPositive(N)], [ysFClose(Helper)], [ysFClose],
[ysFCauchy(Helper)], [ysFCauchy], [from <<==], [to <<==],
[NonnegativeNumerical(F)], [NegativeNumerical(F)];
Preassociative
[tester1], [tester2], [tester3], [tester4], [tester5], [tester6];
Preassociative
[∗ {∗}], [∗/indexintro(∗, ∗, ∗, ∗)], [∗/intro(∗, ∗, ∗)], [∗/bothintro(∗, ∗, ∗, ∗, ∗)],
[∗/nameintro(∗, ∗, ∗, ∗)], [∗′], [∗[ ∗ ]], [∗[∗→∗]], [∗[∗⇒∗]], [∗0], [∗1], [0b], [∗-color(∗)],
[∗-color∗(∗)], [∗H], [∗T], [∗U], [∗h], [∗t], [∗s], [∗c], [∗d], [∗a], [∗C], [∗M], [∗B], [∗r], [∗i],
[∗d], [∗R], [∗0], [∗1], [∗2], [∗3], [∗4], [∗5], [∗6], [∗7], [∗8], [∗9], [∗E], [∗V ], [∗C ], [∗C∗ ],
[∗hide];
Preassociative
[“ ∗ ”], [], [(∗)t], [string(∗) + ∗], [string(∗) ++ ∗], [
∗], [ ∗], [!∗], ["∗], [#∗], [$∗], [%∗], [&∗], [’∗], [(∗], [)∗], [∗∗], [+∗], [, ∗], [-∗], [.∗], [/∗],
[0∗], [1∗], [2∗], [3∗], [4∗], [5∗], [6∗], [7∗], [8∗], [9∗], [:∗], [; ∗], [<∗], [=∗], [>∗], [?∗],
[@∗], [A∗], [B∗], [C∗], [D∗], [E∗], [F∗], [G∗], [H∗], [I∗], [J∗], [K∗], [L∗], [M∗], [N∗],
[O∗], [P∗], [Q∗], [R∗], [S∗], [T∗], [U∗], [V∗], [W∗], [X∗], [Y∗], [Z∗], [[∗], [\∗], []∗], [ˆ∗],
[ ∗], [‘∗], [a∗], [b∗], [c∗], [d∗], [e∗], [f∗], [g∗], [h∗], [i∗], [j∗], [k∗], [l∗], [m∗], [n∗], [o∗],
[p∗], [q∗], [r∗], [s∗], [t∗], [u∗], [v∗], [w∗], [x∗], [y∗], [z∗], [{∗], [|∗], [}∗], [˜∗],
[Preassociative ∗; ∗], [Postassociative ∗; ∗], [[∗], ∗], [priority ∗ end],
[newline ∗], [macro newline ∗], [MacroIndent(∗)];
Preassociative
[∗ ’ ∗], [∗ ‘ ∗];
Preassociative
[∗(exp)∗];
Preassociative
[∗′], [R(∗)], [−− R(∗)], [rec∗];
Preassociative
[∗/∗], [∗ ∩ ∗], [∗[∗]];
Preassociative
[∪∗], [∗ ∪ ∗], [P(∗)];
Preassociative
[{∗}], [StateExpand(∗, ∗, ∗)], [extractSeries(∗)], [SetOfSeries(∗)], [−−Macro(∗)],
[ExpandList(∗, ∗, ∗)], [∗ ∗Macro(∗)], [+ + Macro(∗)], [<< Macro(∗)],
[||Macro(∗)], [01//Macro(∗)], [UB(∗, ∗)], [LUB(∗, ∗)], [BS(∗, ∗)],
[UStelescope(∗, ∗)], [(∗)], [|f ∗ |], [|r ∗ |], [Limit(∗, ∗)], [Union(∗)],
[IsOrderedPair(∗, ∗, ∗)], [IsRelation(∗, ∗, ∗)], [isFunction(∗, ∗, ∗)], [IsSeries(∗, ∗)],
[IsNatural(∗, ∗)], [OrderedPair(∗, ∗)], [TypeNat(∗)], [TypeNat0(∗)],
[TypeRational(∗)], [TypeRational0(∗)], [TypeSeries(∗, ∗)], [Typeseries0(∗, ∗)];
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Preassociative
[{∗, ∗}], [〈∗, ∗〉], [(−u∗)], [−f∗], [(−− ∗)], [1f/∗], [01//temp∗];
Preassociative
[∗(∗, ∗)], [ReflRel(∗, ∗)], [SymRel(∗, ∗)], [TransRel(∗, ∗)], [EqRel(∗, ∗)], [[∗ ∈ ∗]∗],
[Partition(∗, ∗)];
Preassociative
[∗ · ∗], [∗ ·0 ∗], [(∗ ∗ ∗)], [∗ ∗f ∗], [∗ ∗ ∗∗];
Preassociative
[∗+ ∗], [∗+0 ∗], [∗+1 ∗], [∗ − ∗], [∗−0 ∗], [∗−1 ∗], [(∗+ ∗)], [(∗ − ∗)], [∗+f ∗],
[∗ −f ∗], [∗+ +∗], [R(∗)−−R(∗)];
Preassociative
[∗ ∈ ∗];
Preassociative
[| ∗ |], [if(∗, ∗, ∗)], [Max(∗, ∗)], [Max(∗, ∗)];
Preassociative
[∗ = ∗], [∗ 6= ∗], [∗ <= ∗], [∗ < ∗], [∗ <f ∗], [∗ ≤f ∗], [SF(∗, ∗)], [∗ == ∗],
[∗!! == ∗], [∗ << ∗], [∗ <<== ∗];
Preassociative
[∗ ∪ {∗}], [∗ ∪ ∗], [∗\{∗}];
Postassociative
[∗ .̇ . ∗], [∗ .̇ . ∗], [∗ : : ∗], [∗ +2∗ ∗], [∗ : : ∗], [∗ +2∗ ∗];
Postassociative
[∗, ∗];
Preassociative
[∗ B≈ ∗], [∗ D≈ ∗], [∗ C≈ ∗], [∗ P≈ ∗], [∗ ≈ ∗], [∗ = ∗], [∗ +→ ∗], [∗ t= ∗], [∗ t∗= ∗], [∗ r= ∗],
[∗ ∈t ∗], [∗ ⊆T ∗], [∗ T= ∗], [∗ s= ∗], [∗ free in ∗], [∗ free in∗ ∗], [∗ free for ∗ in ∗],
[∗ free for∗ ∗ in ∗], [∗ ∈c ∗], [∗ < ∗], [∗ <′ ∗], [∗ ≤′ ∗], [∗ = ∗], [∗ 6= ∗], [∗var],
[∗#0∗], [∗#1∗], [∗#∗∗], [∗==∗], [∗ ⊆ ∗];
Preassociative
[¬∗], [¬̇ (∗)n], [∗ /∈ ∗], [∗ 6= ∗];
Preassociative
[∗ ∧ ∗], [∗ ∧̈ ∗], [∗ ∧̃ ∗], [∗ ∧c ∗], [∗ ∧̇ ∗];
Preassociative
[∗ ∨ ∗], [∗ ‖ ∗], [∗ ∨̈ ∗];
Postassociative
[∗ ∨̇ ∗];
Preassociative
[∃∗: ∗], [∀∗: ∗], [∀obj∗: ∗], [∃∗: ∗];
Postassociative
[∗ ⇒̈ ∗], [∗ ⇒ ∗], [∗ ⇔ ∗], [∗ ⇔̇ ∗];
Preassociative
[{ph ∈ ∗ | ∗}];
Postassociative
[∗ : ∗], [∗ spy ∗], [∗!∗];
Preassociative
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[∗
{ ∗
∗ ];

Preassociative
[λ ∗ .∗], [Λ ∗ .∗], [Λ∗], [if ∗ then ∗ else ∗], [let ∗ = ∗ in ∗], [let ∗ =̈ ∗ in ∗];
Preassociative
[∗#∗];
Preassociative
[∗I], [∗¤], [∗V], [∗+], [∗−], [∗∗];
Preassociative
[∗@ ∗], [∗¤ ∗], [∗ ¤¤ ∗], [∗ À ∗], [∗¥ ∗];
Postassociative
[∗ ` ∗], [∗ `̀ ∗], [∗ i.e. ∗];
Preassociative
[∀∗: ∗], [Π∗: ∗];
Postassociative
[∗ ⊕ ∗];
Postassociative
[∗; ∗];
Preassociative
[∗ proves ∗];
Preassociative
[∗ proof of ∗ : ∗], [Line ∗ : ∗ À ∗; ∗], [Last line ∗ À ∗2],
[Line ∗ : Premise À ∗; ∗], [Line ∗ : Side-condition À ∗; ∗], [Arbitrary À ∗; ∗],
[Local À ∗ = ∗; ∗], [Begin ∗; ∗ : End; ∗], [Last block line ∗ À ∗ ; ],
[Arbitrary À ∗; ∗];
Postassociative
[∗ | ∗];
Postassociative
[∗ , ∗], [∗[ ∗ ]∗];
Preassociative
[∗&∗];
Preassociative
[∗\\∗], [∗ linebreak[4] ∗], [∗\\∗];End table

A Pyk definitioner

([LeqTotality(R)
pyk→ “lemma leqTotality(R)”]

[PositiveToLeft(Eq)
pyk→ “lemma positiveToLeft(Eq)”]

[ExpZero(Exact)
pyk→ “lemma expZero exact”]

[SameExp(Base)
pyk→ “lemma sameExp base”]

[SameExp(Indu)
pyk→ “lemma sameExp indu”]

[SameExp
pyk→ “lemma sameExp”]

[(1/2)(x + y)− x = (1/2)(y − x)
pyk→ “lemma (1/2)(x+y)-x=(1/2)(y-x)”]
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[y − (1/2)(x + y) = (1/2)(y − x)
pyk→ “lemma y-(1/2)(x+y)=(1/2)(y-x)”]

[BSzero(Exact)
pyk→ “lemma base(1/2)Sum zero exact”]

[SameBS(2)(Base)
pyk→ “lemma sameBase(1/2)Sum second base”]

[SameBS(2)(Indu)
pyk→ “lemma sameBase(1/2)Sum second indu”]

[SameBS(2)
pyk→ “lemma sameBase(1/2)Sum second”]

[NegativeToLeft(Less)(1term)
pyk→ “lemma negativeToLeft(Less)(1 term)”]

[BS(+1)
pyk→ “lemma base(1/2)Sum(+1)”]

[BSbound(Exact)(Base)
pyk→ “lemma base(1/2)Sum exact bound base”]

[BSbound(Exact)(Indu)
pyk→ “lemma base(1/2)Sum exact bound indu”]

[BSbound(Exact)
pyk→ “lemma base(1/2)Sum exact bound”]

[BSbound
pyk→ “lemma base(1/2)Sum bound”]

[UStelescope(Zero)(Exact)
pyk→ “lemma UStelescope zero exact”]

[SameTelescope(2)(Base)
pyk→ “lemma sameTelescope second base”]

[SameTelescope(2)(Indu)
pyk→ “lemma sameTelescope second indu”]

[SameTelescope(2)
pyk→ “lemma sameTelescope second”]

[Exp(+1)
pyk→ “lemma exp(+1)”]

[PositiveBase(Base)
pyk→ “lemma positiveBase base”]

[PositiveBase(Indu)
pyk→ “lemma positiveBase indu”]

[PositiveBase
pyk→ “lemma positiveBase”]

[TelescopeNumerical(Base)
pyk→ “lemma telescopeNumerical base”]

[TelescopeNumerical(Indu)
pyk→ “lemma telescopeNumerical indu”]

[TelescopeNumerical
pyk→ “lemma telescopeNumerical”]

[(+1)IsPositive(N)
pyk→ “lemma +1IsPositive(N)”]

[DistributionOut(Minus)
pyk→ “lemma distributionOut(Minus)”]

[PositiveToRight(Eq)(1term)
pyk→ “lemma positiveToRight(Eq)(1 term)”]

[SameSeries(NumDiff)
pyk→ “lemma sameSeries(NumDiff)”]

[ToNegatedDoubleImply
pyk→ “prop lemma to negated double imply”]

[AddNegatedAll
pyk→ “pred lemma addNegatedAll”]

[(A)to( E )(Imply)
pyk→ “pred lemma (A)to(˜E˜)(Imply)”]

[(E)to( A )(Imply)
pyk→ “pred lemma (E)to(˜A˜)(Imply)”]

[(E )to( A)(Imply)
pyk→ “pred lemma (E˜)to(˜A)(Imply)”]

[ToNegatedAEA
pyk→ “pred lemma toNegatedAEA”]

[Three2threeTerms(R)
pyk→ “lemma three2threeTerms(R)”]

[LessNeq(F)(Helper)
pyk→ “lemma lessNeq(F) helper”]

[LessNeq(F)
pyk→ “lemma lessNeq(F)”]
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[LessNeq(R)
pyk→ “lemma lessNeq(R)”]

[x = x + (y − y)(R)
pyk→ “lemma x=x+(y-y)(R)”]

[x = x + y − y(R)
pyk→ “lemma x=x+y-y(R)”]

[SubtractEquations(R)
pyk→ “lemma subtractEquations(R)”]

[NeqAddition(R)
pyk→ “lemma neqAddition(R)”]

[PositiveToRight(Less)(R)
pyk→ “lemma positiveToRight(Less)(R)”]

[PositiveToRight(Less)(1term)(R)
pyk→ “lemma positiveToRight(Less)(1

term)(R)”]

[LeqNeqLess(R)
pyk→ “lemma leqNeqLess(R)”]

[SubLeqLeft(R)
pyk→ “lemma subLeqLeft(R)”]

[ToLeq(Advanced)(R)
pyk→ “lemma toLeq(Advanced)(R)”]

[LeqLessTransitivity(R)
pyk→ “lemma leqLessTransitivity(R)”]

[NegativeToLeft(Eq)(R)
pyk→ “lemma negativeToLeft(Eq)(R)”]

[NegativeToRight(Less)(R)
pyk→ “lemma negativeToRight(Less)(R)”]

[!! == Symmetry
pyk→ “lemma !!==Symmetry”]

[SwitchTerms(x <= y − z)
pyk→ “lemma switchTerms(x<=y-z)”]

[Plus0Left(R)
pyk→ “lemma plus0Left(R)”]

[PositiveToRight(Eq)(R)
pyk→ “lemma positiveToRight(Eq)(R)”]

[EqAdditionLeft(R)
pyk→ “lemma eqAdditionLeft(R)”]

[Three2twoTerms(R)
pyk→ “lemma three2twoTerms(R)”]

[To!! ==
pyk→ “lemma to!!==”]

[PositiveToRight(Less)(1term)
pyk→ “lemma positiveToRight(Less)(1 term)”]

[(A )to( E)
pyk→ “pred lemma (A˜)to(˜E)”]

[NegativeToRight(Eq)(R)
pyk→ “lemma negativeToRight(Eq)(R)”]

[NegativeToRight(Eq)(1term)(R)
pyk→ “lemma negativeToRight(Eq)(1

term)(R)”]

[DoubleMinus(R)
pyk→ “lemma doubleMinus(R)”]

[UniqueNegative(R)
pyk→ “lemma uniqueNegative(R)”]

[SubtractEquationsLeft(R)
pyk→ “lemma subtractEquationsLeft(R)”]

[EqNegated(R)
pyk→ “lemma eqNegated(R)”]

[NeqNegated(R)
pyk→ “lemma neqNegated(R)”]

[−0 = 0(R)
pyk→ “lemma -0=0(R)”]

[NegativeNegated(R)
pyk→ “lemma negativeNegated(R)”]

[FromLeqGeq(R)
pyk→ “lemma from leqGeq(R)”]

[0 <= |x|(R)
pyk→ “lemma 0<=|x|(R)”]

[PositiveNegated(R)
pyk→ “lemma positiveNegated(R)”]
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[AddEquations(R)
pyk→ “lemma addEquations(R)”]

[Times(−1)(R)
pyk→ “lemma times(-1)(R)”]

[Times(−1)Left(R)
pyk→ “lemma times(-1)Left(R)”]

[−x− y = −(x + y)(R)
pyk→ “lemma -x-y=-(x+y)(R)”]

[LessTotality(R)
pyk→ “lemma lessTotality(R)”]

[SameNumerical(R)
pyk→ “lemma sameNumerical(R)”]

[MinusNegated(R)
pyk→ “lemma minusNegated(R)”]

[PositiveNumerical(R)
pyk→ “lemma positiveNumerical(R)”]

[SignNumerical(+)(R)
pyk→ “lemma signNumerical(+)(R)”]

[NonnegativeNumerical(R)
pyk→ “lemma nonnegativeNumerical(R)”]

[NegativeNumerical(R)
pyk→ “lemma negativeNumerical(R)”]

[LeqNegated(R)
pyk→ “lemma leqNegated(R)”]

[LessNegated(R)
pyk→ “lemma lessNegated(R)”]

[SubLeqRight(R)
pyk→ “lemma subLeqRight(R)”]

[FromLess(R)
pyk→ “lemma fromLess(R)”]

[DistributionOut(R)
pyk→ “lemma distributionOut(R)”]

[x ∗ 0 + x = x(R)
pyk→ “lemma x∗0+x=x(R)”]

[x ∗ 0 = 0(R)(fff)
pyk→ “lemma x∗0=0(R)fff”]

[SignNumerical(R)
pyk→ “lemma signNumerical(R)”]

[NumericalDifference(R)
pyk→ “lemma numericalDifference(R)”]

[x <= |x|(R)
pyk→ “lemma x<=|x|(R)”]

[USlimitIsUpperBound(Helper)
pyk→ “lemma USlimitIsUpperBound helper”]

[USlimitIsUpperBound
pyk→ “lemma USlimitIsUpperBound”]

[(−1) ∗ (−1) + (−1) ∗ 1 = 0(R)
pyk→ “lemma (-1)∗(-1)+(-1)∗1=0(R)”]

[(−1) ∗ (−1) = 1(R)
pyk→ “lemma (-1)∗(-1)=1(R)”]

[0 < 1Helper(R)
pyk→ “lemma 0<1Helper(R)”]

[0 < 1(R)
pyk→ “lemma 0<1(R)”]

[ExpZero(Exact)(R)
pyk→ “lemma expZero exact(R)”]

[PositiveBase(R)(Base)
pyk→ “lemma positiveBase(R) base”]

[Three2twoFactors(R)
pyk→ “lemma three2twoFactors(R)”]

[x = x ∗ y ∗ (1/y)(R)
pyk→ “lemma x=x∗y∗(1/y)(R)”]

[NeqMultiplication(R)
pyk→ “lemma neqMultiplication(R)”]

[LessTransitivity(R)
pyk→ “lemma lessTransitivity(R)”]

[0 < 2(R)
pyk→ “lemma 0<2(R)”]

[SameExp(R)(Base)
pyk→ “lemma sameExp(R) base”]
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[SameExp(R)(Indu)
pyk→ “lemma sameExp(R) indu”]

[SameExp(R)
pyk→ “lemma sameExp(R)”]

[SubNeqLeft(R)
pyk→ “lemma subNeqLeft(R)”]

[SubNeqRight(R)
pyk→ “lemma subNeqRight(R)”]

[NonzeroFactors(R)
pyk→ “lemma nonzeroFactors(R)”]

[NonnegativeFactors(R)
pyk→ “lemma nonnegativeFactors(R)”]

[PositiveFactors(R)
pyk→ “lemma positiveFactors(R)”]

[LessDivision(R)
pyk→ “lemma lessDivision(R)”]

[0 < 1/2(R)
pyk→ “lemma 0<1/2(R)”]

[PositiveToRight(Eq)(1term)(R)
pyk→ “lemma positiveToRight(Eq)(1 term)(R)”]

[Exp(+1)(R)
pyk→ “lemma exp(+1)(R)”]

[PositiveBase(R)(Indu)
pyk→ “lemma positiveBase(R) indu”]

[PositiveBase(R)
pyk→ “lemma positiveBase(R)”]

[−x ∗ y = −(x ∗ y)(R)
pyk→ “lemma -x∗y=-(x∗y)(R)”]

[PositiveToLeft(Eq)(R)
pyk→ “lemma positiveToLeft(Eq)(R)”]

[Times1Left(R)
pyk→ “lemma times1Left(R)”]

[x + x = 2 ∗ x(R)
pyk→ “lemma x+x=2∗x(R)”]

[(1/2)x + (1/2)x = x(R)
pyk→ “lemma (1/2)x+(1/2)x=x(R)”]

[DistributionOut(Minus)(R)
pyk→ “lemma distributionOut(Minus)(R)”]

[(1/2)(x + y)− x = (1/2)(y − x)(R)
pyk→ “lemma (1/2)(x+y)-x=(1/2)(y-x)(R)”]

[IntervalSize(R)(Base)
pyk→ “lemma intervalSize(R) base”]

[LessMultiplicationLeft(R)
pyk→ “lemma lessMultiplicationLeft(R)”]

[NegativeToLeft(Less)(R)
pyk→ “lemma negativeToLeft(Less)(R)”]

[NegativeToLeft(Less)(1term)(R)
pyk→ “lemma negativeToLeft(Less)(1

term)(R)”]

[y − (1/2)(x + y) = (1/2)(y − x)(R)
pyk→ “lemma y-(1/2)(x+y)=(1/2)(y-x)(R)”]

[IntervalSize(R)(Indu)
pyk→ “lemma intervalSize(R) indu”]

[IntervalSize(R)
pyk→ “lemma intervalSize(R)”]

[XSlessUS(R)
pyk→ “lemma XSlessUS(R)”]

[USdecreasing(+1)(R)
pyk→ “lemma USdecreasing(+1)(R)”]

[ExpUnbounded(Base)
pyk→ “lemma expUnbounded base”]

[ExpUnbounded(Indu)
pyk→ “lemma expUnbounded indu”]

[ExpUnbounded
pyk→ “lemma expUnbounded”]

[1 <= x + 1(N)
pyk→ “lemma 1<=x+1(N)”]

[ExpNonzero(Base)
pyk→ “lemma expNonzero base”]
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[ExpNonzero(Indu)
pyk→ “lemma expNonzero indu”]

[ExpNonzero
pyk→ “lemma expNonzero”]

[ExpNonzero(2)
pyk→ “lemma expNonzero(2)”]

[HalfBase(Base)
pyk→ “lemma halfBase base”]

[HalfBase(Indu)
pyk→ “lemma halfBase indu”]

[MultiplyEquations(R)
pyk→ “lemma multiplyEquations(R)”]

[NonreciprocalToRight(Eq)(1term)(R)
pyk→ “lemma

nonreciprocalToRight(Eq)(1 term)(R)”]

[PositiveNonzero(R)
pyk→ “lemma positiveNonzero(R)”]

[NonzeroProduct(2)(R)
pyk→ “lemma nonzeroProduct(2)(R)”]

[HalfBase
pyk→ “lemma halfBase”]

[Three2threeFactors(R)
pyk→ “lemma three2threeFactors(R)”]

[x ∗ y = zBackwards(R)
pyk→ “lemma x∗y=zBackwards(R)”]

[PositiveInverted(R)
pyk→ “lemma positiveInverted(R)”]

[ReciprocalToRight(Less)(R)
pyk→ “lemma reciprocalToRight(Less)(R)”]

[ReciprocalToRight(Less)(1term)(R)
pyk→ “lemma reciprocalToRight(Less)(1

term)(R)”]

[NonreciprocalToLeft(Less)(R)
pyk→ “lemma nonreciprocalToLeft(Less)(R)”]

[1 < x ∗ y(R)
pyk→ “lemma 1<x∗y(R)”]

[SwitchFactors(1/x < y)(R)
pyk→ “lemma switchFactors(1/x<y)(R)”]

[SmallHalving
pyk→ “lemma smallHalving”]

[IntervalSize(anyPositive)
pyk→ “lemma intervalSize(anyPositive)”]

[USdecreasing(+n)(Base)
pyk→ “lemma USdecreasing(+n) base”]

[USdecreasing(+n)(Indu)
pyk→ “lemma USdecreasing(+n) indu”]

[USdecreasing(+n)
pyk→ “lemma USdecreasing(+n)”]

[USdecreasing
pyk→ “lemma USdecreasing”]

[LeqAdditionLeft(R)
pyk→ “lemma leqAdditionLeft(R)”]

[ToNotLess(R)
pyk→ “lemma toNotLess(R)”]

[LimitOfUSIsLeq
pyk→ “lemma limitOfUSIsLeq”]

[SubtractEquations(Less)(R)
pyk→ “lemma subtractEquations(Less)(R)”]

[SubtractEquationsLeft(Less)(R)
pyk→ “lemma

subtractEquationsLeft(Less)(R)”]

[LessNegated(Negative)(R)
pyk→ “lemma lessNegated(Negative)(R)”]

[FromNegatedAnd(Imply)
pyk→ “prop lemma from negated and (imply)”]

[RemoveDoubleNeg(Consequent)
pyk→ “prop lemma remove double neg

(consequent)”]
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[FromNotUpperBound
pyk→ “lemma fromNotUpperBound”]

[LeqNUB
pyk→ “lemma leqNUB”]

[USlimitIsLeastUpperBound(Helper)
pyk→ “lemma USlimitIsLeastUpperBound

helper”]

[USlimitIsLeastUpperBound
pyk→ “lemma USlimitIsLeastUpperBound”]

[ExistMP3
pyk→ “pred lemma exist mp3”]

[GreaterPositive(N)
pyk→ “lemma greaterPositive(N)”]

[ysFClose(Helper)
pyk→ “lemma ysFClose helper”]

[ysFClose
pyk→ “lemma ysFClose”]

[ysFCauchy(Helper)
pyk→ “lemma ysFCauchy helper”]

[ysFCauchy
pyk→ “lemma ysFCauchy”]

[from <<==
pyk→ “lemma from<<==”]

[to <<==
pyk→ “lemma to<<==”]

[NonnegativeNumerical(F)
pyk→ “lemma nonnegativeNumerical(F)”]

[NegativeNumerical(F)
pyk→ “lemma negativeNumerical(F)”]

[tester1
pyk→ “tester1”]

[tester2
pyk→ “tester2”]

[tester3
pyk→ “tester3”]

[tester4
pyk→ “tester4”]

[tester5
pyk→ “tester5”]

[tester6
pyk→ “tester6”]

[sup2
pyk→ “sup2”]

)p
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[sup2 tex= “sup2”]

[LeqTotality(R) tex= “LeqTotality(R)”]

[PositiveToLeft(Eq) tex= “PositiveToLeft(Eq)”]

[ExpZero(Exact) tex= “ExpZero(Exact) ”]

[(+1)IsPositive(N) tex= “(+1)IsPositive(N)”]

[SameExp(Base) tex= “SameExp(Base)”]

[SameExp(Indu) tex= “SameExp(Indu)”]

[SameExp tex= “SameExp”]

[Exp(+1) tex= “Exp(+1)”]

[DistributionOut(Minus) tex= “DistributionOut(Minus)”]

[(1/2)(x + y)− x = (1/2)(y − x) tex= “(1/2)(x+y)-x=(1/2)(y-x)”]

[y − (1/2)(x + y) = (1/2)(y − x) tex= “y-(1/2)(x+y)=(1/2)(y-x)”]

[PositiveBase(Base) tex= “PositiveBase(Base)”]

[PositiveBase(Indu) tex= “PositiveBase(Indu)”]

[PositiveBase tex= “PositiveBase”]

[PositiveToRight(Eq)(1term) tex= “PositiveToRight(Eq)(1 term)”]

[BSzero(Exact) tex= “BSzero(Exact)”]

[SameBS(2)(Base) tex= “SameBS(2)(Base)”]

[SameBS(2)(Indu) tex= “SameBS(2)(Indu)”]

[SameBS(2) tex= “SameBS(2)”]

[NegativeToLeft(Less)(1term) tex= “NegativeToLeft(Less)(1 term)”]

[BS(+1) tex= “BS(+1)”]

[BSbound(Exact)(Base) tex= “BSbound(Exact)(Base)”]

[BSbound(Exact)(Indu) tex= “BSbound(Exact)(Indu)”]

[BSbound(Exact) tex= “BSbound(Exact)”]
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[BSbound tex= “BSbound”]

[SameSeries(NumDiff) tex= “SameSeries(NumDiff)”]

[UStelescope(Zero)(Exact) tex= “UStelescope(Zero)(Exact)”]

[SameTelescope(2)(Base) tex= “SameTelescope(2)(Base)”]

[SameTelescope(2)(Indu) tex= “SameTelescope(2)(Indu)”]

[SameTelescope(2) tex= “SameTelescope(2)”]

[TelescopeNumerical(Base) tex= “TelescopeNumerical(Base)”]

[TelescopeNumerical(Indu) tex= “TelescopeNumerical(Indu)”]

[TelescopeNumerical tex= “TelescopeNumerical”]

[ToNegatedDoubleImply tex= “ToNegatedDoubleImply”]

[EqAdditionLeft(R) tex= “EqAdditionLeft(R)”]

[x = x + (y − y)(R) tex= “x=x+(y-y)(R)”]

[x = x + y − y(R) tex= “x=x+y-y(R)”]

[Three2twoTerms(R) tex= “Three2twoTerms(R)”]

[PositiveToRight(Less)(R) tex= “PositiveToRight(Less)(R)”]

[Three2threeTerms(R) tex= “Three2threeTerms(R)”]

[Plus0Left(R) tex= “Plus0Left(R)”]

[PositiveToRight(Eq)(R) tex= “PositiveToRight(Eq)(R)”]

[SubtractEquations(R) tex= “SubtractEquations(R)”]

[NeqAddition(R) tex= “NeqAddition(R)”]

[PositiveToRight(Less)(R) tex= “PositiveToRight(Less)(R)”]

[PositiveToRight(Less)(1term)(R) tex= “PositiveToRight(Less)(1 term)(R)”]

[To!! ==tex= “To!!==”]

[SwitchTerms(x <= y − z) tex= “SwitchTerms(x<=y-z)”]

[(A)to( E )(Imply) tex= “(A)to(˜E˜)(Imply)”]
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[(E)to( A )(Imply) tex= “(E)to(˜A˜)(Imply)”]

[(E )to( A)(Imply) tex= “(E˜)to(˜A)(Imply)”]

[AddNegatedAll tex= “AddNegatedAll”]

[ToNegatedAEA tex= “ToNegatedAEA ”]

[LessNeq(F)(Helper) tex= “LessNeq(F)(Helper)”]

[LessNeq(F) tex= “LessNeq(F)”]

[LessNeq(R) tex= “LessNeq(R)”]

[PositiveToRight(Less)(1term) tex= “PositiveToRight(Less)(1 term)”]

[(A )to( E) tex= “(A˜)to(˜E)”]

[ToLeq(Advanced)(R) tex= “ToLeq(Advanced)(R)”]

[LeqNeqLess(R) tex= “LeqNeqLess(R)”]

[SubLeqLeft(R) tex= “SubLeqLeft(R)”]

[LeqLessTransitivity(R) tex= “LeqLessTransitivity(R)”]

[NegativeToLeft(Eq)(R) tex= “NegativeToLeft(Eq)(R)”]

[NegativeToRight(Less)(R) tex= “NegativeToRight(Less)(R)”]

[!! == Symmetry tex= “!!==Symmetry”]

[NegativeToRight(Eq)(R) tex= “NegativeToRight(Eq)(R)”]

[NegativeToRight(Eq)(1term)(R) tex= “NegativeToRight(Eq)(1 term)(R)”]

[DoubleMinus(R) tex= “DoubleMinus(R)”]

[UniqueNegative(R) tex= “UniqueNegative(R)”]

[SubtractEquationsLeft(R) tex= “SubtractEquationsLeft(R)”]

[EqNegated(R) tex= “EqNegated(R)”]

[NeqNegated(R) tex= “NeqNegated(R)”]

[SubLeqRight(R) tex= “SubLeqRight(R)”]

[LeqNegated(R) tex= “LeqNegated(R)”]
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[LessNegated(R) tex= “LessNegated(R)”]

[−0 = 0(R) tex= “-0=0(R)”]

[NegativeNegated(R) tex= “NegativeNegated(R)”]

[FromLeqGeq(R) tex= “FromLeqGeq(R)”]

[FromLess(R) tex= “FromLess(R)”]

[NonnegativeNumerical(R) tex= “NonnegativeNumerical(R)”]

[NegativeNumerical(R) tex= “NegativeNumerical(R)”]

[0 <= |x|(R) tex= “0<=|x|(R)”]

[PositiveNegated(R) tex= “PositiveNegated(R)”]

[AddEquations(R) tex= “AddEquations(R)”]

[DistributionOut(R) tex= “DistributionOut(R)”]

[x ∗ 0 + x = x(R) tex= “x∗0+x=x(R)”]

[x ∗ 0 = 0(R)(fff) tex= “x∗0=0(R)(fff)”]

[Times(−1)(R) tex= “Times(-1)(R)”]

[Times(−1)Left(R) tex= “Times(-1)Left(R)”]

[−x− y = −(x + y)(R) tex= “-x-y=-(x+y)(R)”]

[LessTotality(R) tex= “LessTotality(R)”]

[SameNumerical(R) tex= “SameNumerical(R)”]

[MinusNegated(R) tex= “MinusNegated(R)”]

[PositiveNumerical(R) tex= “PositiveNumerical(R)”]

[SignNumerical(+)(R) tex= “SignNumerical(+)(R)”]

[SignNumerical(R) tex= “SignNumerical(R)”]

[NumericalDifference(R) tex= “NumericalDifference(R)”]

[x <= |x|(R) tex= “x<=|x|(R)”]

[USlimitIsUpperBound(Helper) tex= “USlimitIsUpperBound(Helper)”]

63



[USlimitIsUpperBound tex= “USlimitIsUpperBound”]

[(−1) ∗ (−1) + (−1) ∗ 1 = 0(R) tex= “(-1)∗(-1)+(-1)∗1=0(R)”]

[(−1) ∗ (−1) = 1(R) tex= “(-1)∗(-1)=1(R)”]

[0 < 1Helper(R) tex= “0<1Helper(R)”]

[0 < 1(R) tex= “0<1(R)”]

[ExpZero(Exact)(R) tex= “ExpZero(Exact)(R)”]

[PositiveBase(R)(Base) tex= “PositiveBase(R)(Base)”]

[Three2twoFactors(R) tex= “Three2twoFactors(R)”]

[x = x ∗ y ∗ (1/y)(R) tex= “x=x∗y∗(1/y)(R)”]

[NeqMultiplication(R) tex= “NeqMultiplication(R)”]

[LessTransitivity(R) tex= “LessTransitivity(R)”]

[0 < 2(R) tex= “0<2(R)”]

[SameExp(R)(Base) tex= “SameExp(R)(Base)”]

[SameExp(R)(Indu) tex= “SameExp(R)(Indu)”]

[SameExp(R) tex= “SameExp(R)”]

[SubNeqLeft(R) tex= “SubNeqLeft(R)”]

[SubNeqRight(R) tex= “SubNeqRight(R)”]

[NonzeroFactors(R) tex= “NonzeroFactors(R)”]

[NonnegativeFactors(R) tex= “NonnegativeFactors(R)”]

[PositiveFactors(R) tex= “PositiveFactors(R)”]

[LessDivision(R) tex= “LessDivision(R)”]

[0 < 1/2(R) tex= “0<1/2(R)”]

[PositiveToRight(Eq)(1term)(R) tex= “PositiveToRight(Eq)(1 term)(R)”]

[Exp(+1)(R) tex= “Exp(+1)(R)”]

[PositiveBase(R)(Indu) tex= “PositiveBase(R)(Indu)”]
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[PositiveBase(R) tex= “PositiveBase(R)”]

[−x ∗ y = −(x ∗ y)(R) tex= “-x∗y=-(x∗y)(R)”]

[PositiveToLeft(Eq)(R) tex= “PositiveToLeft(Eq)(R)”]

[Times1Left(R) tex= “Times1Left(R)”]

[x + x = 2 ∗ x(R) tex= “x+x=2∗x(R)”]

[(1/2)x + (1/2)x = x(R) tex= “(1/2)x+(1/2)x=x(R)”]

[DistributionOut(Minus)(R) tex= “DistributionOut(Minus)(R)”]

[(1/2)(x + y)− x = (1/2)(y − x)(R) tex= “(1/2)(x+y)-x=(1/2)(y-x)(R)”]

[IntervalSize(R)(Base) tex= “IntervalSize(R)(Base)”]

[LessMultiplicationLeft(R) tex= “LessMultiplicationLeft(R)”]

[NegativeToLeft(Less)(R) tex= “NegativeToLeft(Less)(R)”]

[NegativeToLeft(Less)(1term)(R) tex= “NegativeToLeft(Less)(1 term)(R)”]

[y − (1/2)(x + y) = (1/2)(y − x)(R) tex= “y-(1/2)(x+y)=(1/2)(y-x)(R)”]

[IntervalSize(R)(Indu) tex= “IntervalSize(R)(Indu)”]

[IntervalSize(R) tex= “IntervalSize(R)”]

[XSlessUS(R) tex= “XSlessUS(R)”]

[USdecreasing(+1)(R) tex= “USdecreasing(+1)(R)”]

[1 <= x + 1(N) tex= “1<=x+1(N)”]

[ExpUnbounded(Base) tex= “ExpUnbounded(Base)”]

[ExpUnbounded(Indu) tex= “ExpUnbounded(Indu)”]

[ExpUnbounded tex= “ExpUnbounded”]

[NonzeroProduct(2)(R) tex= “NonzeroProduct(2)(R)”]

[PositiveNonzero(R) tex= “PositiveNonzero(R)”]

[NonreciprocalToRight(Eq)(1term)(R) tex= “NonreciprocalToRight(Eq)(1 term)(R)”]

[ExpNonzero(Base) tex= “ExpNonzero(Base)”]

65



[ExpNonzero(Indu) tex= “ExpNonzero(Indu)”]

[ExpNonzero tex= “ExpNonzero”]

[MultiplyEquations(R) tex= “MultiplyEquations(R)”]

[ExpNonzero(2) tex= “ExpNonzero(2)”]

[HalfBase(Base) tex= “HalfBase(Base)”]

[HalfBase(Indu) tex= “HalfBase(Indu)”]

[HalfBase tex= “HalfBase”]

[Three2threeFactors(R) tex= “Three2threeFactors(R)”]

[x ∗ y = zBackwards(R) tex= “x∗y=zBackwards(R)”]

[PositiveInverted(R) tex= “PositiveInverted(R)”]

[ReciprocalToRight(Less)(R) tex= “ReciprocalToRight(Less)(R)”]

[ReciprocalToRight(Less)(1term)(R) tex= “ReciprocalToRight(Less)(1 term)(R)”]

[NonreciprocalToLeft(Less)(R) tex= “NonreciprocalToLeft(Less)(R)”]

[1 < x ∗ y(R) tex= “1<x∗y(R)”]

[SwitchFactors(1/x < y)(R) tex= “SwitchFactors(1/x<y)(R)”]

[SmallHalving tex= “SmallHalving”]

[IntervalSize(anyPositive) tex= “IntervalSize(anyPositive)”]

[USdecreasing(+n)(Base) tex= “USdecreasing(+n)(Base)”]

[USdecreasing(+n)(Indu) tex= “USdecreasing(+n)(Indu)”]

[USdecreasing(+n) tex= “USdecreasing(+n)”]

[USdecreasing tex= “USdecreasing”]

[LeqAdditionLeft(R) tex= “LeqAdditionLeft(R)”]

[ToNotLess(R) tex= “ToNotLess(R)”]

[LimitOfUSIsLeq tex= “LimitOfUSIsLeq”]

[SubtractEquations(Less)(R) tex= “SubtractEquations(Less)(R)”]
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[SubtractEquationsLeft(Less)(R) tex= “SubtractEquationsLeft(Less)(R)”]

[LessNegated(Negative)(R) tex= “LessNegated(Negative)(R)”]

[FromNegatedAnd(Imply) tex= “FromNegatedAnd(Imply)”]

[RemoveDoubleNeg(Consequent) tex= “RemoveDoubleNeg(Consequent)”]

[FromNotUpperBound tex= “FromNotUpperBound”]

[LeqNUB tex= “LeqNUB”]

[USlimitIsLeastUpperBound(Helper) tex= “USlimitIsLeastUpperBound(Helper)”]

[USlimitIsLeastUpperBound tex= “USlimitIsLeastUpperBound”]

[ExistMP3 tex= “ExistMP3”]

[GreaterPositive(N) tex= “GreaterPositive(N)”]

[ysFClose(Helper) tex= “ysFClose(Helper)”]

[ysFClose tex= “ysFClose”]

[ysFCauchy(Helper) tex= “ysFCauchy(Helper)”]

[ysFCauchy tex= “ysFCauchy”]

[from <<==tex= “from<<==”]

[NonnegativeNumerical(F) tex= “NonnegativeNumerical(F)”]

[to <<==tex= “to<<==”]

[NegativeNumerical(F) tex= “NegativeNumerical(F)”]
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