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1 Indledning

Denne rapport indeholder et aksiomsystem for en reduceret version af ZF meaeng-
delaere, som jeg kalder for “ZFsub”. Ud fra dette aksiomsystem vil jeg vise en
raekke basale seetninger inden for udsagnslogik og meengdelsere. Hovedresultatet
er, at en @ekvivalensrelation pa en maengde BS implicit definerer en partition
af BST. Alt det formelle arbejde i rapporten er gennemfort med henblik pa at
bevise dette resultat.

Rapporten er udarbejdet ved hjelp af Logiweb, som er et system til verifi-
kation og publicering af tekster, der indeholder formel matematik. Logiweb har
verificeret rapportens beviser og publiceret rapporten pa WW W-adressen
http://www.diku.dk/“grue/logiweb/20060417/home/eriksen/equivalence-relations.

Det matematiske indhold af denne rapport er ikke synderligt avanceret; f.eks.
fylder materialet om sekvivalensrelationer knap to sider i leerebogen [3] (s. 29—
31). Ideen med rapporten er snarere at afprgve Logiweb end at redeggre for
en matematisk teori. Derfor vil jeg ikke ggre alt for meget ud af at forklare de
matematiske begreber; fokus vil i hgjere grad ligge pa tekniske forhold omkring
formaliseringen.

Rapporten er struktureret som fglger: Afsnit [@ er en kort beskrivelse af
nogle detaljer ved Logiweb, som er nyttige at kende for en leeser af et Logiweb-
dokument som detté2. Afsnit 3 og[4 omhandler syntaksen og aksiomsystemet
for ZFsub, og afsnit [{ indfgrer de makrodefinitioner, jeg vil ggre brug af. Sa
kommer vi til lemmaerne og beviserne; vi skal igennem fem afsnit med hjeel-
pesztninger (afsnit [I0), for vi endelig kan bevise hovedresultatet i afsnit[1d.
Afsnit [2 slutter af med en konklusion pa det hele.

2 Lidt om Logiweb

Som naevnt i indledningen er denne rapport skrevet ved hjalp af Logiweb. Dette
betyder dels, at rapportens formelle indhold er defineret ud fra nogle andre
Logiweb-dokumenter, dels at et par afsnit indeholder nogle serlige definitioner
og tabeller, og endelig at et par andre afsnit indeholder en del programkode. 1
dette afsnit vil jeg kort beskrive disse feenomener. For en detaljeret beskrivelse
af hele Logiweb systemet vil jeg henvise til [3]; her kan man bla. leese om den
bevischecker, der har verificeret rapportens beviser.

2.1 Formelle konstruktioner

Det formelle indhold af et Logiweb-dokument er sammensat af en reekke formelle
konstruktioner. En formel konstruktion kan repraesentere alt, hvad der har med
formel matematik at ggre: Variable, funktioner, lemmaer, beviser, osv. Der er

1Jeg vil referere til denne szetning som “hovedresultatet”. Oprindeligt var det ogsa et mal
at bevise det modsatte resultat — at enhver partition implicit definerer en sekvivalensrelation
— men det har der ikke veeret tid til.

2Dette afsnit er en revideret udgave af afsnit 2 i [].


http://www.diku.dk/~grue/logiweb/20060417/home/eriksen/equivalence-relations

to kilder til konstruktionerne i et Logiweb-dokument: Dels kan man indfgre
sine egne konstruktioner, og dels kan man importere konstruktioner fra andre
Logiweb-dokumenter. De importerede konstruktioner i denne rapport har to
kilder: Dels [3], og dels de 3 .pdf filer [4], som tilsammen udggr ét Logiweb-
dokument.

2.2 Seerlige definitioner og tabeller

Den formelle del af et Logiweb-dokument skrives i et formateringssprog ved
navn “pyk”. Hver formel konstruktion, man arbejder med i dokumentet, har
tilknyttet en sakaldt “pyk definition”. Dette er en angivelse af, hvad man skal
skrive, hvis man i et andet Logiweb-dokument gnsker at benytte den pagaldende
konstruktion. Hvis man indfgrer en ny konstruktion i sit Logiweb-dokument, er
det et krav, at man ggr den tilsvarende pyk definition tilgeengelig i dokumentet.
Denne rapports pyk definitioner er vedlagt i bilag

Logiweb genererer det faerdige dokument ved hjelp af det kendte formate-
ringssprog I4TEX. Derfor har hver formel konstruktion ogsa tilknyttet en sakaldt
“TEX definition”, som angiver, hvordan konstruktionen skal skrives i IXTEX. Li-
gesom pyk definitioner skal ogsa TEX definitioner veere tilgaengelige i dokumen-
tet. Denne rapports TEX definitioner er vedlagt i bilag [El

Endelig indeholder bilag [E] en tabel over alle de formelle konstruktioner i
denne rapport — bade de importerede og dem, jeg selv har defineret. Denne
tabel er forst og fremmest med, for at andre Logiweb-dokumenter skal kunne
referere til rapporten; uden tabellen kan sadanne referencer ikke finde sted.

2.3 L-kode

Logiweb-dokumentet [3] indeholder et funktionelt programmeringssprog, som
jeg vil kalde for “L”. Der er en del forekomster af L-kode i rapporten. For
en forklaring af de konstruktioner fra L, som jeg bruger, vil jeg henvise til
funktionsbeskrivelserne i appendikset til [4], afsnit 3.2, s. 6. Herudover vil jeg
supplere med et par kommentarer undervejs.



3 Syntaks for ZFsub

Som naevnt i indledningen vil jeg arbejde med en reduceret version af ZF maeng-
delzere, som jeg kalder for “ZFsub”. Dette afsnit beskriver syntaksen for ZFsub.
Der er to syntaktiske hovedkategorier i ZFsub: Termer og formler. Underafsnit
B beskriver syntaksen for termer, og underafsnit beskriver syntaksen for
formler.

3.1 Termer

Syntaksen for en term 7 kan beskrives ved den fglgende BNF-grammatik:

7 = Vardi | Variabel
Verdi == O|{7,7}|UT |P(T)|{pheT|F}
Variabel := O0bjekt-var |Ex-var |Ph-var

En Verdi svarer til en konkret meengde — veerditermer indeholder ingen vari-
able. Den grundlzeggende veerdi er den tomme maengde; herudfra kan vi kon-
struere par, faellesmeengder, potensmaengder samt delmaengder hvis elementer
opfylder en bestemt egenskab. Der er saledes ingen individuelle konstanter i
ZF'sub; alt er maengder.

En Variabel kan for det fgrste veere en objekt-variabel, som varierer over
veerdie®. De to andre typer af variable — eksistens-variable og pladsholder-
variable — vil jeg vente med at forklare til hhv. afsnit ET.1 og 2,11

3.2 Formler
Syntaksen for en formel F kan beskrives ved den fglgende BNF-grammatik:

F = TeT|T=T|~F|F= F|VObjekt-var: F

Med en formel kan vi altsa pasta, at en mangde tilhgrer en anden meengde, eller
at to maengder er lig hinanden. Desuden kan vi negere formler, lade formler
implicere hinanden, samt kvantificere formler med objektvariable.

3.3 Objektvariable vs. metavariable

En metavariabe er en variabel, der varierer over vilkarlige termer — altsa ogsé
over objektvariable. Denne rapport er ikke helt fri for objektvariable; men nar
vi taler om ZFsub i aksiomer®, definitioner og beviser vil jeg sa vidt muligt
bruge metavariable, da de er mere fleksible end objektvariable. F.eks. kan “s”

3Vi repraesenterer objektvariable med symbolerne “a”, “b”, --- “2” samt “OBS”.

4Jeg skriver negationstegnet med en prik over for at undga forveksling med konstruktionen
[=x] fra [3].

5Vi repraesenterer metavariable med symbolerne “A”, “B”, ... “Z” samt “BS”.

6Strengt taget burde jeg skrive “aksiomskemaer”, da vi bruger metavariable. Da der kun
er aksiomskemaer i denne rapport, vil jeg imidlertid bruge ordet “aksiom” for at ggre teksten
lidt lettere.



i formlen [s=X ]IZI kun instantieres til en term; vi kan ikke skifte objektvariabel
og konkludere [t = X]. Derimod kan vi sagtens instantiere formlen [S = X] til
[t=X]. En liste over de metavariable, jeg vil bruge, kan ses i bilag [Al

4 Aksiomatisk system

ZFsub er en teori i 1. ordens praedikatkalkyle. Vi kan saledes opdele aksiomsy-
stemet for ZFsub i to: En praedikatlogisk del og en meengdeteoretisk del. Under-
afsnit [.I] gennemgar den preedikatlogiske del, og underafsnit .2l gennemgar den
maengdeteoretiske del. Bilag [Blindeholder en kopi af det samlede aksiomsystem.

4.1 1. ordens praedikatkalkyle
Her er de forste slutningsregler i ZFsub:

[Theory ZFsub]

[ZFsub rule MP:IIA, B: A= B+ A+ B

[ZFsub rule Gen: 11X, A: A - VX: A]

[ZFsub rule Repetition: IIA: A+ A]

[ZFsub rule Neg: IIA, B: - B = AF B =~ AtF B]
[ZFsub rule Ded:I1A, B: Dedu(A, B) = A - B]

Forst et par ord om syntaks: Konstruktionen [x - y] star for inferens, altsa
at vi kan bevise y, hvis vi har et bevis for x. Konstruktionen [x I y] betyder,
at y geelder, hvis sidebetingelsen x er sand. Endelig er konstruktionen [IIx:y]
en meta-alkvantor; betydningen er, at metavariablen x kan instantieres til hvad
som helst — selv andre metavariable.

De viste slutningsregler er nzesten identiske med reglerne MP, Gen, Neg og
Ded i systemet S fra [4]. Der er dog to sendringer. For det forste har jeg tilfgjet
[ITA: A - A] som en slutningsregel. (I [4] vises [IIA: A F A] med et lav-niveau
bevis). For det andet har jeg lavet en lille zendring i deduktionsreglen Ded, som
gor den i stand til at handtere sidebetingelser bedre. Jeg beskriver sendringen i
bilag

Som neevnt i [4] kan deduktionsreglen erstatte enhver anvendelse af aksiom-
skemaerne A4 og A5 fra [6] (se evt. Mendelsons system pa s. 69). Derfor har jeg
ikke medtaget disse aksiomskemaer. Pa denne made far vi ogsa afprgvet deduk-
tionsreglens brugervenlighed; vi skal straks se et eksempel, hvor A4 kunne have
gjort nytte.

"En fodnote om stil: Jeg vil ofte indramme matematiske udtryk i firkantede parenteser
“[]” for at adskille udtrykkene fra den omgivende tekst. De firkantede parenteser har ingen
selvsteendig betydning.



4.1.1 Handtering af eksistenskvantorer

Et spgrgsmal er nemlig, hvordan man skal handtere introduktion og elimination
af eksistenskvantorer — altsa slutninger som f.eks. [@ = @ + Jz:z = z] og
[Fz:z=zF c=¢] (hvor “¢” er et ikke tidligere anvendt navn pa en konstant).

Det er muligt at handtere denne slags slutninger alene med reglerne fra afsnit
M1l men det er omsteendigt og tidskraevende (sammenlign f.eks. de to beviser
pas. 811 [6]). Som et minimum kreever det, at man har A4 fra [6] til radighed
— og som naevnt ovenfor har jeg valgt ikke at medtage dette aksiomskema.

Jeg har i stedet implementeret en lgsning, der er baseret pa begrebet “eksi-
stensvariabel”. Vi indfgrer en unser operator [x®X] og definerer, at en term er en
ekistens-variabel, hviss den har [x®X] som principal operator. Funktionen [x*¥]
tester, om x er en eksistens-variabel:

K 2 x £ i |8

Vi kan da definere de fire eksistens-variable, som denne rapport vil ggre brug af
(jvt. bilag [A]):

[

[EX2 = bEx]
[Ex10 = jgx]
[Exan = ti, [0

Ideen med disse definitioner er at repraesentere en formel som f.eks. [Jz: x =z]
ved formlen [X' =X], hvor “X” er en eksistensvariabel. P4 denne made kommer
eksistensvariablene til at fungere som erstatning for eksistenskvantoren. Dette
betyder ogsa, at der ikke er brug for at nogen regel, der eksplicit fjerner eksi-
stenskvantorer — de er allerede vack.

Til gengeeld far vi brug for en regel, der kan introducere eksistensvariable.
Til den ende definerer vi preedikatet (a=b|x:=t)gy i L:

[(a=blx:=t)gx = ([a]="[b][[x]:=[t])Ex]
[(a=b|x:=t)px = Ac.x™* A (a=!b|x:=t)y]
[(a=l'b|x:=t)gx = alx!t!

if b = [Vu:v] then F else

if b Ab < x then a =t else
a=bA (a'="b'|x:=t)p,]

8Konstruktionen [x = y] er en sikaldt “vaerdidefinition” i L (jvf. afsnit 2Z:3). Den svarer til
en almindelig funktionsdefinition; vi knytter funktionssignaturen x til kroppen vy.

9Konstruktionen [x = y] star for “makrodefinition” i L. Vi definerer x som vzerende en
forkortelse for y. Ud fra bevischeckerens synspunkt er der ingen forskel pa x og y.

10457 g “t” er hhv. bogstav nr. 10 og 20 i alfabetet.
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[(a=*b|x:=t) bIx!t!If(a, T, (a"='b"|x:=t)px A (a'=*b'|x:=t)gx)]

Praedikatet (a=b|x:=t)gx er sandt, hvis x er en eksistens-variabel, og hvis formlen
a er identisk med resultatet af at erstatte alle forekomster af x i formlen b
med termen t. F.eks. er ((0 = O)=(Ex; = Ex;1)|Ex;:=0)gx sand. Herudover
er det et krav, at hverken a eller b ma indeholde objektkvantorer; saledes er
((Vs: s =0)=(Vs: s =Ex1)|Ex1:=0) gy falsk. Dette krav er udelukkende indfprt
for at ggre koden for (a=b|x:=t)px sa simpel som mulig; det har ikke veeret
ngdvendigt at seette (a=b|x:=t)gx 1 stand til at handtere kvantificering.

Vi kan nu definere den slutningsregel, der star for introduktion af eksistens-
variable:

[ZFsub rule ExistIntro: TIX, T, A, B: (A=B|X:=T ), - A+ B] 1

Med ExistIntro kan vi f.eks. slutte [Ex; =Ex;] ud fra [@ =@)]. Vi har nu defineret
seks aksiomer, der tilsammen daekker 1. ordens praedikatkalkyle.

4.2 Selve maengdeleren

De aksiomer i ZFsub, der vedrgrer selve maengdelaeren, har jeg hentet fra kapitel
4.3 og 4.4 1 [2]. Her er de forste fem:

[ZFsub rule Extensionality: [IX, Y: X =Y & Vs: (s € X & s € )]
[ZFsub rule Qdef: 1IS: = S € O]

[ZFsub rule PairDef: TIS, X, Y:S € {X,V} & S=X vV §=))
[ZFsub rule UnionDef:IIS, X: S € UX < (S € Exjg A Exyo € X)]
[ZFsub rule PowerDef: IS, X:S € P(X) & Vs: (s € S = s € X)[Z

Reglen Extensionality siger, at to meengder er ens, hviss de har de samme
elementer. De gvrige fire regler definerer begreberne “tom meengde”, “par”,
“foreningssmeengde” og “potensmeengde”. Leeg meerke til, at [UT] er en uneer
operator; ideen er, at U7 er lig med foreningsmaengden af alle de maengder, som
7T indeholder.

Bemeerk ogsa at to af aksiomerne indeholder objektvariablen s. Forklaringen
herpa er, at aksiomerne indeholder objektkvantoren [Vx: y]; og deduktionsreglen
fra [4] er ikke egnet til at handtere kombinationen “objektkvantor og metavari-
abel”. Derfor vil x i [Vx:y] altid veere en objektvariabel i denne rapport.

4.2.1 Separation og pladsholdervariable

Vi mangler stadigveek et “separationsaksiom” — dvs. et aksiom, der giver me-
ning til konstruktionen [{ph € 7 | F}] fra afsnit Bl For at implementere sepa-
rationsaksiomet indfgrer vi begrebet “pladsholder-variabel”. Fremgangsmaden

1T denne definition varierer “X” over eksistens-variable.
12Konstruktionerne [x A y], [x V y] og [x < y] svarer til de kendte konnektiver; de bliver
defineret formelt i afsnit 511



er den samme som ved eksistens-variable i afsnit [L 1.1l Fgrst indferer vi en unaer
operator [xpy] og definerer, at en term er en pladsholder-variabel, hviss den har
[xpn] som primeer operator. Funktionen [x'] checker, om x er en pladsholder-
variabel:

Ph

P = x L [y ]

Vi kan nu definere de pladsholder-variable, vi far brug for, som fglger (jvi. bilag

[A):

[ph1 = apy)
[pha = bpy]
[phs = cpy)

Sa definerer vi praedikatet (a=b|x:=t)py i L:

[(a=b|x:=t)pn = ([a]="[b]|[x]:=[t])pn]
[(a="b|x:=t)pn = Ac.xFP A (a=lb|x:=t)py]

[(a=tb|x:=t)p) = alx!t!

if b = [Vu:v] then F else

if bPP Ab = x then a = t else
if b®* then a = b else

a=b A (a'=*b|x:=t)py]

[(a=*b|x:=t)py, = bIX!t!If(a, T, (aP=1b"|x:=t)py A (a'=*b*|x:=t)pp)]

Praedikatet (a=b|x:=t)p}, er sandt, hvis x er en pladsholder-variabel, og hvis
formlen a er identisk med resultatet af at erstatte alle forekomster af x i form-
len b med termen t. Ligesom ved (a=b|x:=t)gx kreever vi, at hverken a eller
b indeholder objektkvantorer. F.eks. er ((0 € S)=(ph; € S)|ph;:=0)py, sand.
Det er i gvrigt tilladt, at a og b indeholder forskellige ekistensvariable; saledes
er (Ex;=Exs|ph;:=0)p;, sand. P4 denne made kan vi impdekomme kravet om,
at en eksistens-variabel skal veere ubrugt, nar den introduceres i et bevis.
Vi definerer nu separationsaksiomet SeparationDef ud fra (a=b|x:=t)py:

[ZFsub rule SeparationDef: ILA, B, P, X, Z: PP A (B=A|P:=Z)py, I+
Ze{pheX | A} & Ze X AB)

Ved forste gjekast virker konjunkten [PFP] i denne definition overflgdig, fordi
(B=A|P:=Z)py i forvejen kraever, at P er en pladsholder-variabel. Forklaringen
er, at “P” kun optraeder i definitionens sidebetingelse. Dette betyder, at bevis-
checkeren har sveert ved at finde ud af, hvordan “P” skal instantieres, nar vi
anvender definitionen. Det ekstra krav [PF2] hjelper bevischeckeren til at in-
stantiere “P” korrekt.

10



Med SeparationDef til radighed kan vi nu f.eks. definere ContainsEmpty(x)
som den delmaengde af x, hvis elementer indeholder @:

[ContainsEmpty(x) = {ph € x | @ € ph; }],

og vi kan slutte [S € X A @ € S] ud fra [S € ContainsEmpty(X)].

Vi bruger altsa en pladsholder-variabel som fri variabel i dén formel F, der
definerer delmaengden {ph € X | F}. Ideen med at bruge pladsholder-variable
(frem for objekt- eller metavariable) til dette formal er, at vi ikke gnsker at
kvantificere eller instantiere den frie variabel i F. Det er f.eks. noget sludder at
skrive “Vphy: {ph € X | @ € phy}” eller at konkludere “{ph € X | @ € @}” ud
fra definitionen af ContainsEmpty(X). Den frie variabel i F skal blot veere en
pladsholder; derfor pladsholder-variable.

5 Makrodefinitioner

Dette afsnit indeholder dé makrodefinitioner, som vi vil ggre brug af i resten
af rapporten. Definitionerne drejer sig for det meste om meengdeteoretiske be-
greber, f.eks. “akvivalensklasse” og “partition”. Til sidst i afsnittet formulerer
vi hovedresultatet — at der til enhver ackvivalensrelation svarer en partition —
som et formelt teorem.

5.1 Konnektiver

Ud fra de to basale konnektiver [x] og [x = y| definerer vi konjunktion, dis-
junktion og dobbeltimplikation:

XAy =a(x= Ay
xVy=ax=y]
x &y =(x=y)Aly=x)
5.2 Negerede formler
Det er ganske enkelt at definere negeret lighed (x # y) og negeret medlemskab
(x¢vy):
[x #y = x=y]
xgy=xeyMd
5.3 Delmaengde

Mengden x er en delmaengde af y hviss ethvert medlem af x ogsa tilhgrer y:

xCy=(sex=s¢cy)

3 Hgjresiderne i disse definitioner skal lzeses som hhv. [= (x=y)] og [+ (x € y)].
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Vi kommer ikke til at bruge denne definition ret ofte. Man far tit en bedre
foling med, hvad der foregar i beviserne, hvis man skriver definitionen ud.
Desuden bruger denne definition af [x C y] objektvariable og implikation; vi
vil ofte foretraekke at bruge metavariable og inferens i stedet (som f.eks. i
[SextkSey]).

5.4 Singleton-maengde

[{x}] er meengden, der indeholder x som sit eneste element. Vi definerer [{x}]
ved at parre x med sig selv:

[{x} = {x.x}]

5.5 Bineer foreningsmangde og fellesmangde

Vi definerer foreningsmaengden mellem to maengder x og y som fglger:

xUy = U{{x}, {y}}]

Fallesmaengden mellem to maengder x og y er en delmangde af deres fore-
ningsmeengde:

[xNy = {ph e€xUy | phs € x A ph3 € y}]

5.6 Relation

Det ordnede par (x,y) indeholder x som “fgrstekomponent” og y som “anden-
komponent”. Den folgende definition af (x,y) er den mest udbredte i litteraturen
(se f.eks. afsnit 4.3 1 [2] og afsnit 2.1 1 [5]):

[06y) = {{x}; {x y}}]

Vi kan nu definere en “relation” som en mangde af ordnede par. Vi udtrykker
denne definition ved at formalisere, hvad det vil sige, at x er relateret til y i kraft
af relationen r:

[r(x,y) = (x,y) €1]

Vi kommer faktisk ikke til at bruge disse to definitioner i rapporten; bevi-
serne vil behandle [r(x,y)] som en primitiv konstruktion. Men det er alligevel
betryggende at have det formelle grundlag for relationsbegrebet pa plads.
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5.7 Akvivalensrelation

At en relation er refleksiv pa en maengde x vil sige, at alle elementer i x er
relateret til sig selv:

[ReflRel(r,x) = Vs: (s € x = r(s, s))]

At en relation er symmetrisk pa en maengde x vil sige, at alle elementer i x
opfylder den fglgende implikation:

[SymRel(r,x) = Vs, t: (s ex=t €x=r(s,t) =r(t,s))]

At en relation er transitiv pa en maengde x vil sige, at alle elementer i x
opfylder den fglgende implikation:

[TransRel(r, x) =
Vs, tius(sEx=tex=uex=r(s,t)=r(t,u) =r(s,u))]

Endelig er en sekvivalensrelation det samme som en relation, der er refleksiv,
symmetrisk og transitiv:

[EqRel(r,x) = ReflRel(r,x) A SymRel(r,x) A TransRel(r, x)]

5.8 Mangde-variable

Mange af rapportens beviser sker i forhold til en uspecificeret maengde. Vi vil
referere til denne maengde med metavariablen BS og objektvariablen OBS:

[BS = bs]
[OBS = bs[H2

Vi vil sa vidt muligt bruge metavariablen, men i afsnit [[0.6] og senere bliver det
ngdvendigt at ga over til objektvariablen.

5.9 /kvivalensklasse

Lad r veere en aekvivalensrelation defineret pa bs, og lad x veere et medlem
af bs. Vi definerer ackvivalensklassen [x € bs], som den delmeengde af bs, hvis
medlemmer star i forhold til x:

[[x € bs]r = {ph € bs | r(phy,x)}]

Ekvivalenssystemet bs/r er meengden af alle de aekvivalensklasser, som bs
definerer pa r. Vi definerer bs/r som en delmaengde af potensmeengden P(bs):

[bs/r = {ph € P(bs) | Exs € bs A [EXQO S bS]r:thH

14 Navnene “BS” og “OBS” star for hhv. for “big set” og “object big set”. Konstruktionerne
[x] og [X] omdanner x til hhv. en meta- og en objektvariabel. Variablen [bs] vil ogsa blive brugt
i nogle af de kommende definitioner, men ikke i selve beviserne.
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5.10 Partition

En partition af en maengde bs er en maengde p, som opfylder tre krav:
1. Ingen af meengderne i p er tomme.
2. Alle meengderne i p er indbyrdes disjunkte.
3. Foreningsmeaengden af alle meengderne i p er lig med bs.

Den formelle version af denne definition ser saledes ud:

[Partition(p, bs) = (Vs: (s € p= s # 0)) A
(Vs,t:(sep=>tep=s#t=sNt=0)) A
Up=bs]

Vi kan nu formulere hovedresultatet som et formelt lemma (hvor vi bruger
objektvariable):

[ZFsub lemma EqSysIsPartition: EqRel(r, OBS) F Partition(OBS/r, OBS)]

Formalet med resten af rapporten er at bevise EqSysIsPartition.

6 Udsagnslogisk bibliotek

I dette afsnit vil jeg bevise en samling af udsagnslogiske sandheder ( eller “tau-
tologier”), som vil blive brugt i de fglgende afsnit. De fleste af disse tautologier
har mange andre anvendelser end lige netop meengdelaere. Beviserne er fordelt
pa syv underafsnit; figur 1 giver et overblik over, hvordan beviserne forholder
sig til hinanden. Jeg vil kommentere de fleste af beviserne; dog er nogle af dem
sa tekniske, at jeg har ladet dem sta alene.
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Figur 1: Bevisstrukturen for tautologierne. En pil fra lemma x til lemma vy
betyder, at x bruges i beviset for y. MP-lemmaerne fra afsnit E.Iler ikke vist.
“ImpTrans” star for “ImplyTransitivity”.
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6.1 MP-lemmaer

Man far ofte brug for at anvende slutningsreglen MP flere gange i track. Derfor
vil jeg begynde med at vise fire lemmaer, der kan klare mellem 2 og 5 anvendelser
af MPLZ,

[ZFsub lemma MP2: 114, B,C: A= B=CF A B+ (]
[ZFsub lemma MP3:TIA,B,C,D: A= B=C=D+AFBFCF D]

[ZFsub lemma MP4:TIA, B,C, D, E:
A=B=C=>D=EFrAF-BFCFDFE]

[ZFsub lemma MP5:11A4, B,C, D, &, F:
A=B=C=>D=E=>FFHAFBFCHFDFER F

6.1.1 Det fgrste bevis
Vi begynder med at bevise MP2:

[ZFsub lemma MP2:TIA, B,C: A= B=CF AF B+ (]
ZFsub proof of MP2:

LO1:  Arbitrary > A, B,C ;
L02: Premise > A=B=C :
L03:  Premise > A ;
L04:  Premise > B ;
LO5: MPr> L0201 L03 > B=C ;
L06:  MP > L05 > L04 > C a

Da dette er rapportens forste bevis, vil jeg bringe nogle ekstra kommentarei™d,
Oven over beviset har jeg gentaget definitionen af det, der skal bevises; dette er
kun for overblikkets skyld — det er ikke en formel ngdvendighed. Selve beviset
for MP2 bestar af seks linier, nummereret fra 1 til 6. En bevislinie kan have to
former. Den fgrste form er:

Argumentation > Konklusion

hvor Konklusion er det som linien beviser, mens teksten i Argumentation udggr

en begrundelse for, at Konklusion gelder. F.eks. siger linie 5, at meta-formlen

[B = C] geelder, fordi den kan udledes fra slutningsreglen MP ved substitution.

Argumentationen skal laeses pa den made, at konklusionerne fra linie 2 og 3

bliver brugt som praemisser til MP. Den generelle betydning af konstruktionen

[x >>y] er, at konklusionen fra linie y bliver brugt som praemis i forhold til x.
Den anden form, en bevislinie kan have, er:

Nggleord > Konklusion

151 afsnit B3] far vi faktisk brug for at anvende MP 6 gange i traek; men et eller andet sted
skal man jo stoppe.
16Denne beskrivelse er en revideret udgave af afsnit 5.1 i [I].
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hvor Nggleord er et af de tre ord “Arbitrary”, “Premise” eller “Side-condition”.
Betydningen af ordene “Premise” og “Side-condition” er abenlys: De angiver,
at liniens konklusion indgar som en preemis (hhv. sidebetingelse) i den saetning,
der skal bevises. F.eks. siger bevisets linie 2, at MP2 bruger meta-formlen
[A = B = C] som praemis. Nar ordet “Arbitrary” bruges, bestar konklusionen af
en liste af meta-variable (f.eks. [A, B,C] i linie 1). Ideen hermed er at udtrykke,
at vi ikke antager noget om de pagaldende meta-variable, og at vi derfor har
ret til at binde dem med en meta-alkvantor i den seetning, der skal bevises. I
det forhandenvaerende bevis berettiger linien med “Arbitrary” altsa, at MP2 er
kvantificeret med [ILA, B,C: (---)].

Alt dette har drejet sig om den formelle syntaks for et Logiweb bevis. Der
er ikke sa meget at sige om selve beviset for MP2; vi indkapsler simpelthen to
pa hinanden fglgende anvendelser af MP.

6.1.2 Beviser for de andre MP-lemmaer

Beviserne for de gvrige MP-lemmaer er lige ud ad landevejen:
[ZFsub lemma MP3:1IA,B,C,D: A= B=C=D+AFBFCF D]
ZFsub proof of MP3:

LO1:  Arbitrary > A,B,C,D :
L02: Premise > A=B=C=D :
L03:  Premise > A ;
L0O4:  Premise > B ;
LO5:  Premise > C ;
L06: MP2p L02 > L03 > L04 > C=7D ;
Lo7:  MP > L06 > L05 > D a

[ZFsub lemma MP4:TIA, B,C, D, E:
A=B=C=D=EFAFBFCFDF

ZFsub proof of MP4:

LO1:  Arbitrary > A,B,C,D,E ;
L02: Premise > A=B=C=D=¢ ;
L03:  Premise > A ;
L04:  Premise > B ;
L0O5:  Premise > C ;
L06:  Premise > D ;
LOo7:  MP2r> L1020 LO3 > L04 > C=D=¢ ;
LO8:  MP2p LO7 > L05 > L06 > £ O

[ZFsub lemma MP5:11A4, B,C, D, &, F:
A=B=C=>D=E=>FFHA-BFCHFDFER F

ZFsub proof of MP5:

L01:  Arbitrary > A,B,C,D,E, F ;
L02:  Premise > A=B=C=D=E=F ;
L03:  Premise > A ;
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L04:
LO5:
LO06:
LOT7:
LO8:
L09:

6.2

Premise > B ;
Premise > C ;
Premise > D ;
Premise > & ;
MP3r>L02>L03>L04>105> D=E&=F ;
MP2 > L0O8 > L06 > LO7 > F ]

Implikation

Dette afsnit indeholder en raekke lemmaer vedr. implikation, grupperet i fire
under-underafsnit.

6.2.1 Refleksivitet; blok-konstruktionen

Lemmaet Autolmply udsiger, at implikations-relationen er refleksiv:

[ZFsub lemma Autolmply: I1A: A = A]

ZFsub proof of Autolmply:

LO1:
L02:
LO03:
L04:
L05:
LO06:
LO7:

Block > Begin ;
Arbitrary > A ;
Premise > A ;
Repetition > L03 > A ;
Block > End ;
Arbitrary > A ;
Ded > L05 > A=A i

Beviset for AutoImply indeholder to nye ting i forhold til de hidtidige beviser: En
bevisblok, og en anvendelse af deduktions-reglen. En bevisblok er selvstzendig
enhed i et bevis; den afhaenger ikke af den gvrige del af beviset. Den ovenstaende
bevisblok indeholder et bevis for lemmaet [ILA: A F AJ. Pointen er nu, at blok-
kens sidste linie (linie 5) fungerer som en forkortelse for dette lemma. Vi kan da
anvende deduktionsreglen pa denne linie til at omdanne inferensen [ITA: A F A]
til implikationen [A = AJ. Det vigtigste formal med deduktionsreglen er netop,
at vi let kan skifte fra inferens til implikation.

6.2.2 Transitivitet

Lemmaet ImplyTransitivity udsiger, at implikations-relationen er transitiv:

[ZFsub lemma ImplyTransitivity: 1A, B,C: A= B+ B=CF A= (]

Vi viser ImplyTransitivity ved hjzlp af MP og deduktionsreglen:

ZFsub proof of ImplyTransitivity:

LO1:
L02:
LO03:

Block > Begin ;
Arbitrary > A, B,C ;
Premise > A= B ;
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L04: Premise > B=C ;

L05:  Premise > A ;
L06: MP > L03 > L05 > B ;
LO7:  MP > L04 > L06 > C ;
LO8:  Block > End ;
L09:  Arbitrary > A, B,C ;
L10: Premise > A= B ;
L11: Premise > B=2C ;
L12: Dedr> L08 > A=B)=B=C=A=C ;
L13: MP2r>L12>L10> L11 > A=C O

6.2.3 Svakkelse

Vi far ofte brug for det fglgende raesonnement: Hvis formlen A geelder ubetinget,
sa geelder den ogsa under antagelse af en vilkarlig anden formel B. Lemmaet
Weakening udtrykker dette raesonnement som fglger:

[ZFsub lemma Weakening: I1A, B: B+ A = B]
Vi beviser Weakening ved hjelp af deduktionsreglen:

ZFsub proof of Weakening:

LO1:  Block > Begin ;
L02:  Arbitrary > A, B ;
L03:  Premise > B ;
L04: Premise > A ;
L05:  Repetition > L0O3 > B ;
L06:  Block > End ;
LO7:  Arbitrary > A, B ;
LO8:  Ded > L06 > B=A=215 ;
L09:  Premise > B ;
L10: MP > LO8 > L09 > A=B O

6.2.4 Modsigelse

Det sidste lemma i dette afsnit vedrgrer strengt taget ikke implikation, men
derimod inferens (x I y). Lemmaet FromContradiction udsiger, at vi kan bevise
hvad som helst, hvis vi har bevist to formler, der modsiger hinanden:

[ZFsub lemma FromContradiction: 1A, B: A+ - A+ B
Beviset bruger Weakening og slutningsreglen Neg:

ZFsub proof of FromContradiction:

LO1:  Arbitrary > A, B ;
L02: Premise > A ;
L03:  Premise > - A ;
L04:  Weakening > L02 > “B=A ;
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L05:  Weakening > L03 > AB=-A
L06: Negr L04 > L05 > B a

6.3 Handtering af dobbeltnegationer

De to lemmaer RemoveDoubleNeg og AddDoubleNeg tillader os hhv. at fjerne
og tilfgje dobbeltnegationer. Jeg vil ikke kommentere beviserne:

[ZFsub lemma RemoveDoubleNeg: TIA: - A F A

ZFsub proof of RemoveDoubleNeg:

LO1:  Arbitrary > A ;
L02: Premise > -5 A ;
L03:  Weakening > L02 > A= 55A ;
L04:  Autolmply > A=A ;
L0O5:  Neg > L04 > L03 > A a

[ZFsub lemma AddDoubleNeg: ITA: A - == A]
ZFsub proof of AddDoubleNeg:

LO01:  Block > Begin ;
L02:  Arbitrary > A ;
L03:  Premise > “aaA ;
L04: RemoveDoubleNeg > L03 > - A ;
L05:  Block > End ;
L06:  Arbitrary > A ;
LO7: Ded > L05 > SanA= A ;
L08:  Premise > A ;
L09:  Weakening > L08 > S50 A= A ;
L10:  Neg > L09 > LO7 > 25 A 0

6.4 Modus tollens og beslaegtede lemmaer

Hovedresultatet fra dette afsnit er slutningsreglen modus tollens, bevist som et
lemma:

[ZFsub lemma MT:TIA,B: A= B+ - BF = A]

For at vise MT begynder vi med et teknisk lemma, der ikke har den store veerdi
i sig selv:

[ZFsub lemma Technicality: I1A,B: A = BF -+ A= B]

ZFsub proof of Technicality:

LO1:  Block > Begin ;
L02:  Arbitrary > A, B ;
L03:  Premise > A=B ;
L04: Premise > -5 A ;
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L05:  RemoveDoubleNeg > L04 > A ;

L06:  MP > L03 > L05 > B ;
LO7:  Block > End ;
L08:  Arbitrary > A, B ;
L09:  Ded > L0O7 > A=B)=>-"-"A=18 ;
L10:  Premise > A= B ;
L11: MPr>L0O9>L10 > - A=DB ad

Uafheengigt af Technicality kan vi vise en version af MT, hvor A optraeder i
negeret form:

[ZFsub lemma NegativeMT: 1A, B: = A = B+ B A|

ZFsub proof of NegativeMT:

LO1:  Arbitrary > A, B ;
L02: Premise > “A=B ;
L03:  Premise > B ;
L04:  Weakening > L03 > “A=+-B ;
L05: Neg > L02>L04 > A O

Ud fra Technicality og NegativeMT kan vi nu vise MT:
[ZFsub lemma MT:IIA, B: A= B+ - BF A

ZFsub proof of MT:

LO1:  Arbitrary > A, B ;
L02: Premise > A= B ;
L03:  Premise > 4B ;
L04:  Technicality > - A=B ;
L05:  NegativeMT > L04 > L03 > - A ad

Vi slutter dette underafsnit med en variant af MT, som erstatter en inferens
med en implikation:

[ZFsub lemma Contrapositive: IIA, B: A = BF =B = - A]

Nar en inferens skal erstattes med en implikation, er det altid deduktionsreglen,
der skal i spil:

ZFsub proof of Contrapositive:

LO1:  Block > Begin ;
L02:  Arbitrary > A, B ;
L03: Premise > A= B ;
L04:  Premise > - B ;
Lo5:  MT > L03 > L04 > - A ;
L06:  Block > End ;
LO7:  Arbitrary > A, B ;
L08:  Premise > A=DB ;
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L09:  Ded > L06 > A=B)="B=-A4 ;
L10:  MP > L09 > L08 > “B=-A d
6.5 Konjunktion

Hovedmalet med dette underafsnit er at konvertere mellem formlerne A og B
og deres konjunktion [A A B].

6.5.1 Forening af konjunkter

Vi begynder med at sla A og B sammen til [A A B]:

[ZFsub lemma JoinConjuncts: ILA, B: A+ B+ A A BJ

Beviset for JoinConjuncts er af teknisk karakter. Vi viser den makroekspande-
rede form [~ (A = - B)], som vi i bevisets sidste linie konverterer til [A A B].
Denne sidste linie er ikke ngdvendig for bevischeckeren, men den ggr beviset
lidt nemmere at leese:

ZFsub proof of JoinConjuncts:

LO1:  Block > Begin ;
L02:  Arbitrary > A, B ;
L03:  Premise > A ;
L04: Premise > A= -8B ;
105 MP > L04 > L03 > B :
L06:  Block > End ;
LO7:  Arbitrary > A, B ;
L08:  Ded > L06 > A= (A= -B)= B ;
L09:  Premise > A ;
L10:  Premise > B ;
L11: MPrL08>L09 > (A= ~-B)= B ;
L12:  AddDoubleNeg > L10 > B ;
L13: MTreLll>L12> S (A= 4B) ;
L14: Repetition > L13 > AAB 0

6.5.2 Udskilning af anden konjunkt

Tautologien SecondConjunct lader os udskille den anden konjunkt fra [A A B].
Jeg vil ikke kommentere beviset:

[ZFsub lemma SecondConjunct: IIA, B: A A B+ B]

ZFsub proof of SecondConjunct:

LO1:  Block > Begin ;
L02:  Arbitrary > A, B ;
L03:  Premise > B ;
L04:  Weakening 1> L03 > A= -8B ;
L05:  Block > End ;
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LO6:  Arbitrary > A, B ;

LO7:  Ded > L05 > “B= A= B :
L08:  Premise > AAB :
L09:  Repetition > LO8 > “ (A= 4B) :
L10:  NegativeMT > L07 > L09 > B a

6.5.3 Udskilning af fgrste konjunkt

For at udskille A fra [A A B] viser vi forst, at [A A B] er kommutativ. Jeg vil
ikke kommentere beviset:

[ZFsub lemma AndCommutativity: ILA, B: A A B+ B A A]

ZFsub proof of AndCommutativity:

LO1:  Block > Begin ;
L02:  Arbitrary > A B ;
L03: Premise > B=-A ;
L04: Premise > A ;
L05:  AddDoubleNeg > L04 > S5 A ;
L06: MT > L03 > L05 > B ;
LO07:  Block > End ;
L08:  Arbitrary > A, B ;
L09:  Dedr>LO7 > B=-A)=A=-8 ;
L10:  Premise > AAB ;
L11:  Repetition > S (A= 4B) ;
L12:  MT>L09> L1l > S (B=4A) :
L13: Repetition > L12 > BAA O

Nu er det let at udskille den fgrste konjunkt fra [[A A B]: Ferst vender vi
konjunktionen om til [B A A] ved hjelp af AndCommutativity, og sa udskiller
vi A ved hjelp af SecondConjunct:

[ZFsub lemma FirstConjunct: ITA, B: A A B+ A|

ZFsub proof of FirstConjunct:

LO1:  Arbitrary > A, B ;
L02:  Premise > AAB ;
L03:  AndCommutativity > L02 > BAA ;
L04:  SecondConjunct > L0O3 > A d

6.6 Dobbeltimplikation

I dette underafsnit viser vi tre enkle resultater vedr. dobbeltimplikation.

6.6.1 Brug sammen med modus ponens

De folgende to tautologier gor det let at bruge anvende slutningsreglen MP pa
dobbeltimplikationer. Beviserne er enkle og kraever ingen kommentarer:
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[ZFsub lemma IffFirst: 1A, B: A & BE B+ A]
ZFsub proof of IffFirst:

L01:  Arbitrary > A, B ;
L02: Premise > A& B ;
L03:  Premise > B ;
L04: SecondConjunct > L02 > B=A ;
L05: MP > L04 > L03 > A O

[ZFsub lemma IffSecond:IIA, B: A < BF Al B
ZFsub proof of IffSecond:

LO1:  Arbitrary > A, B ;
L02: Premise > A& B :
L03:  Premise > A ;
L04:  FirstConjunct > L02 > A=B ;
L05:  MP > L04 > L03 > B O

6.6.2 Kommutativitet

Lemmaet IffCommutativity folger direkte af, at operatoren [x A y] er kommuta-
tiv:

[ZFsub lemma IffCommutativity: 1A, B: A < B+ B & A]

ZFsub proof of IffCommutativity:

LO1:  Arbitrary > A, B ;
L02:  Premise > A& B ;
L03:  Repetition > L02 > (A= B) A (B=A) ;
L04:  AndCommutativity > LO3 > (B=A) A (A= B) ;
LO5:  Repetition > L04 > B& A a

6.7 Disjunktion

Dette underafsnit indeholder tre lemmaer vedr. disjunktion, som vi fordeler pa
to under-underafsnit.

6.7.1 Svakkelse

Givet en pastand B vil vi gerne udlede de svagere pastande [A V B] og [B V A].
Den forste slutning varetages af lemmaet WeakenOr1:

[ZFsub lemma WeakenOr1: 1A, B: B+ AV B]

Beviset bestar af en simpel anvendelse af Weakening:

ZFsub proof of WeakenOrl:
LO1:  Arbitrary > A, B ;
L02:  Premise > B
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L03:
L04:

“A=B
AV B

Weakening > L02 >
Repetition > L0O3 >

Slutningen fra A til [A V B] varetages af lemmaet WeakenOr2:
[ZFsub lemma WeakenOr2: 1A, B: A= A V B]

Kernen i beviset for WeakenOr2 er en anvendelse af FromContradiction:

ZFsub proof of WeakenOr2:

LO1:  Block > Begin
L02:  Arbitrary > A, B
L03: Premise > A
L04: Premise > - A
L05:  FromContradiction > LO03 >

Lo4 > B
L06:  Block > End
LO7:  Arbitrary > A, B
L08:  Ded > L06 > A=-A=B
L09: Premise > A
L10:  MP > LO8 > L09 > “A=B
L11: Repetition > L10 > AV B
6.7.2 Slutning ud fra disjunktion

Lemmaet FromDisjuncts lader os drage slutninger ud fra en disjunktion:

[ZFsub lemma FromDisjuncts: 1A, B,C: AV B+- A= CF B = CF (]

Om beviset vil jeg kun sige, at det er en ret elegant gvelse i bevisteknik:

ZFsub proof of FromDisjuncts:

LO1:  Arbitrary > A, B,C
L02: Premise > AV B
L03:  Premise > A=C
L04:  Premise > B=2~C
L0O5:  Repetition > L02 > “A=B
L0O6:  Contrapositive > L05 > “B=+55A4
LO7:  Technicality > L03 > S A=C
LO8:  ImplyTransitivity>>L06>L07 >

“B=C
L09:  Contrapositive > LO8 > “C= 4B
L10:  Contrapositive > L04 > “C= -8B
L11: Negr L1001 L09 > C
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7 Regellemaer

Alle aksiomerne i afsnit er formuleret som dobbeltimplikationer. Dette er
gjort for at holde antallet af aksiomer nede pa et minimum; men nar aksiomerne
skal bruges i beviser, er det mere bekvemt at have regler af formen [A F B] til
radighed. Heldigvis kan vi altid bevise [A F B], hvis vi i forvejen har et bevis
for [A = B] — der kraeves blot en rutinemsessig anvendelse af MP.

I dette afsnit viser vi regellemmaer svarende til aksiomerne SeparationDef,
PairDef, UnionDef, PowerDef og Extensionality.

7.1 Par

I tilfzeldet “PairDef” forlgber bade definition og bevis af regellemmaerne sa
enkelt, som det er muligt. Fgrst formulerer vi den ene halvdel af aksiomets
dobbelt-implikation som et lemma:

[ZFsub lemma Pair2Formula: 1IS, X, V: S € {X, Y} F S=X V S=)]

Derefter beviser vi dette lemma ved at anvende IffSecond pa aksiomet og prae-
missen:

ZFsub proof of Pair2Formula:

LO1:  Arbitrary > S, XY ;
L02: Premise > Se{x,y} ;
L03:  PairDef > Sel{X, Y} &S=xvs=y ;
L04: IffSecond > L03 > L02 > S=xvSsS=Yy O

Til sidst gentager vi hele processen mht. den anden halvdel af dobbeltimplika-
tionen. Den eneste reelle forskel er, at vi bruger IffFirst i beviset (i stedet for
IffSecond):

[ZFsub lemma Formula2Pair: IIS, X, YV:S=X V S=Y F S € {X, V}]

ZFsub proof of Formula2Pair:

LO1:  Arbitrary > S, XY ;
L02: Premise > S=xvsS=Y :
L03:  PairDef > Se{x,yr&sS=xvs=y ;
LO4:  IffFirst > LO3 > L02 > Se (X, 0

7.2 Foreningsmeaengde

I tilfzeldet “UnionDef” bruger vi stort set den samme fremgangsmade som i
afsnit [[Jl Forst handterer vi den ene halvdel af dobbeltimplikationen:

[ZFsub lemma Union2Formula: IIS, X: S € UX S € Exjg A Exjg € X

ZFsub proof of Union2Formula:
LO1:  Arbitrary > S, X ;
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L02: Premise > Seux ;

L03:  UnionDef > SeuX &
(8 € Exqg A Exqg € X) ;
L04: IffSecond > L0O3 > L0O2 > S €Exjg AExjg € X |

Sa er turen kommet til den anden halvdel af dobbeltimplikationen:
[ZFsub lemma Formula2Union: IIS, X: S € Exjo F Exj0 € X F' S € UX]

Der er det lille raffinement, at vi i formuleringen af Formula2Union har delt
formlen [S € Ex;o A Exjg € X] op i sine konjunkter. Beviset for Formula2Union
kreever derfor en ekstra anvendelse af JoinConjuncts:

ZFsub proof of Formula2Union:

LO1:  Arbitrary > S, X ;
L02: Premise > S € Exq ;
LO03: Premise > Exjge X ;
L04:  JoinConjuncts > L021>L03 > S e€Exi9gAExj g€ X :
L0O5:  UnionDef > SeuXx &

(8 € Exqg A Exq9 € X) ;
L06:  IffFirst > LO5 > L04 > S eux ]

7.3 Potensmaengde; sidebetingelser

Tilfeeldet “PowerDef” er mere kompliceret end de hidtidige tilfzelde. Det ene af
de to regellemmaer er nemt nok:

[ZFsub lemma SubsetInPower: IIS, X: S C X' + S € P(X)]

ZFsub proof of SubsetInPower:

LO1:  Arbitrary > S, X ;
L02:  Premise > seES=>s5€e X ;
L03:  Genr L02 > Vs:(seS=seX) ;
L04:  PowerDef > SePX)&

Vs:i(s €S =seX) :
LO5:  IffFirst o> L04 > LO3 > S € P(X) a

Det andet regellemma er ogsa nemt, hvis vi ngjes med at vise:

IS, X:SeP(X)FVs:(s €S =seX)|.
For at komme videre med konklusionen [Vs:s € S = s € X] ma vi imidlertid
slippe af med objektkvantoren; og dette kan vi lige sa godt gore med det samme.
Derfor bliver malet i stedet at vise:

[[IS,X:S € P(X) F S C X], hvor § C X som naevnt i afsnit (3] er en
forkortelse for [s € S = s € X].

For at na dette mal ma vi begynde med et hjzlpelemma, der ser saledes ud:

[ZFsub lemma HelperPowerIsSub: IIS, X', V: s#X I s#Y
Vsi(seX=>s€))=ScX=>85c))

27



De to sidebetingelser [s#X] og [s#))] er her ngdvendige pga. antecedenterfd
[Vs:(s € X = s € YV)]. Hvis vi i denne formel instantierer X eller Y til en
term, der indeholder frie forekomster af s, sa sendres formlens mening. F.eks. er
formlen [Vs: (s € s = s € y)] ngdvendigvis sand, fordi ingen meengder i ZFsub
er medlem af sig selv; men den oprindelige formel [Vs: (s € X = s € ))] er
ikke ngdvendigvis sand. Konstruktionen [x#ty] (der er defineret i appendikset
til [4]) udsiger netop, at objektvariablen x ikke forekommer frit i termen y]m Vi
kommer til at se mange flere eksempler pa sidebetingelser af formen [x#y]: De
er ngdvendige, nar metavariablen y optraeder i en kontekst, der er kvantificeret
med objektvariablen x.
Indholdet af selve lemmaet er, at vi kan fjerne objektkvantoren fra

[Vs: (s € X = s € V)], og endda erstatte objektvariablen s med metavariablen
S. Her er beviset:

ZFsub proof of HelperPowerlsSub:

LO01:  Block > Begin ;
L02:  Arbitrary > XY ;
L03: Premise > seX=>se)y ;
L04:  Repetition > L0O3 > seEX=>s€) ;
L05:  Block > End ;
L06:  Arbitrary > S, XY ;
LO7:  Ded > L05 > SHX - s#HY F Vs:(s € X =
seY)=SeX=>8€e)y m

Beviset illustrerer styrken af slutningsreglen Ded: I dette tilfzelde omdanner
den en inferens (nemlig [IIX,YV:s € X = s € VY Fse X = s €))]) tilen
implikation (nemlig [(s € X = s € )) = s € X = s € }]), saetter en alkvantor
pa antecedenten (sa vi far [Vs:(s € X = s € )) => s € X = s € ))]), og
erstatter den frie forekomst af “s” med “S” — alt sammen pa én gang. Dog skal
de to sidebetingelser med, for at reglen kan anvendes.

Formuleringen af det andet regellemma bliver nu som fglger:

[ZFsub lemma PowerIsSub: IIS, X: s#S I+ s#X = S € P(X) - S C X]

Da PowerlsSub benytter sig af HelperPowerIsSub, bliver vi ngdt til at lade
PowerIsSub “arve” de to sidebetingelser fra dette lemma. Vi kan ikke undga side-
betingelserne ved at instantiere de to metavariable X og ) fra HelperPowerlsSub
til nogle andre metavariable; for der er jo ingen garanti for, at disse metavariable
vil undga s, nar de engang bliver instantierede. Sa laeenge man arbejder med me-
tavariable, er det altsa meget sveert at slippe af med denne slags sidebetingelser,
nar de forst er blevet indfgrt i en beviskaede.
Her er beviset for PowerIsSub:

ZFsub proof of PowerIsSub:
LO1:  Arbitrary > S, X ;

17 Jeg kalder x i [x = y] for “antecedenten”; og jeg kalder y for “konsekvensen”.
18Vi siger at “x undgar y” (eller at “y undgar x”).
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L02:  Side-condition > SH#S ;

L03:  Side-condition > SHX ;
L04:  Premise > SePX) ;
L05:  PowerDef > SePX) &
Vsi(seS=se€X) ;
L06:  IffSecond > L05 > L04 > Vs:(seS=seX) ;
L07:  HelperPowerIsSub > L02 >
L03 > Vsi(seS=seX)=
seES=>s5€eX ;
LO8: MP > L0O7 > L06 > seS=>se kX ;
L09:  Repetition > L08 > SCx |

I linie 7 benytter vi konstruktionen [x > y] til at forteelle bevischeckeren, at de
to sidebetingelser er opfyldt, og at vi derfor kan anvende HelperPowerIsSub.

7.4 Potensmaengde, variant

Som neevnt er det sveert at slippe af med sidebetingelser, men af og til kan det
lade sig ggre. Nar vi i afsnit gor brug af lemmaerne HelperPowerIsSub og
PowerlsSub, vil metavariablen X f.eks. blive instantieret til termer, der undgar s.
Hermed bliver sidebetingelsen [s#X] automatisk opfyldt, mens vi stadigveek ma
medregne [s#)] eksplicit. Imidlertid er bevischeckeren saledes indrettet, at de
automatisk opfyldte sidebetingelser skal sta til sidst, nar man bruger et lemma,
der indeholder sidebetingelser. Derfor viser vi nu nogle varianter af PowerIsSub
og HelperPowerlIsSub, hvor der er byttet om pa [s#X] og [s#)]:

[ZFsub lemma (Switch)HelperPowerIsSub: IIS, X', V: s#Y = s#X
Vs:(seX=>s€))=8SeX=8€))

ZFsub proof of (Switch)HelperPowerIsSub:

L01:  Arbitrary > S, XY ;
L02:  Side-condition > s#Y ;
L03:  Side-condition > SHX ;
L04: HelperPowerlsSub > L03 >
L02 > Vsi(seX=s€)) =
SexXx=8€)y O

[ZFsub lemma (Switch)PowerIsSub: IIS, X: s#X = s#S I
SePX)FSCX]

ZFsub proof of (Switch)PowerIsSub:

LO1:  Arbitrary > S, X :
L0O2:  Side-condition > SH#HX ;
L03:  Side-condition > SH#HS ;
L04:  Premise > S eP(X) ;
L0O5:  PowerlsSub 1> L03 1>

L02 > L04 > SCx O
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Vi kunne naturligvis have sparet noget plads ved at vise disse varianter til at
begynde med. Jeg har ikke gjort dette, fordi vi nu har faet illustreret en af
ulemperne ved at arbejde med sidebetingelser.

Jeg vil ikke kommentere faeenomenet “sidebetingelser af formen [x#ty]” yder-
ligere — indtil afsnit [[0.4] hvor antallet af sidebetingelser bliver sa stort, at det
ikke kan ignoreres.

7.5 Separation

Tilfeeldet “SeparationDef” er neesten lige sa enkelt som tilfeeldet “PairDef” fra
afsnit [[.Jl Vi skal blot huske at overfgre aksiomets sidebetingelse til de to regel-
lemmaer:

[ZFsub lemma Sep2Formula: I[1A, B, P, X', Y: PPh A (B=A|P:=Y)pp I+
Ye{phe X | A} Y X AB]

ZFsub proof of Sep2Formula:

LO1:  Arbitrary > A B P,X,Y ;
L02:  Side-condition > PPRA(B=A|P:=Y)pn ;
L03:  Premise > Ye{phe x| A} ;
L04:  SeparationDef 1> L02 > Ye{phe X | A} &

YecXAB :
L05:  FirstConjunct > L04 > Ye{pheX | A} =

YeXAB :
L06:  MP > L05 > L03 > YeXAB O

[ZFsub lemma Formula2Sep: ILA, B, P, X, Y: PPR A (B=A|P:=Y)pp, -
YeXEBEFYe{pheX| A}

ZFsub proof of Formula2Sep:

LO1:  Arbitrary > A B P XY ;
L02:  Side-condition > PPLA(B=AIP:=Y)pn ;
L03:  Premise > yex ;
L04: Premise > B ;
L05:  JoinConjuncts > L03>L04> Y cXAB :
L06:  SeparationDef 1> L02 > (Ye{pheX |A}=YeX A

B)AYeXAB=
Ye{phe X | A}) ;

L07:  SecondConjunct > L06 > YeXAB=
Ye{pheXx| A} ;
L08: MP > L07 > L05 > Ye{phe X | A} O

7.6 Ekstentionalitet

Tilfeeldet “Extensionality” er lidt mere kompliceret end det almindelige tilfzelde,
fordi vi skal forholde os til objektkvantoren i meta-formlen [X =) <& Vs: (s €
X & s € ))]. Derfor er der to underafsnit; lemmaerne i underafsnit [7.6.1] er
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afledt af implikationen [Vs:(s € X & s € V) = X =), mens lemmaerne i
underafsnit [[.6.2] er afledt af den omvendte implikation.

7.6.1 Tilstraekkelig betingelse for lighed

To meengder er lig hinanden, hvis de er hinandens delmaengder:

[ZFsub lemma ToSetEquality: ILX, ):
seX=s5€)yrFseY=>se X A=)

Beviset for ToSetEquality er ret enkelt. Vi skal blot huske at satte en objekt-
kvantor pa preemisserne, hvilket ggres med slutningsreglen Gen:

ZFsub proof of ToSetEquality:

LO1:  Arbitrary > X,y ;
L02: Premise > seX=>se€) ;
L03:  Premise > seyYy=s€eX ;
L0O4:  JoinConjuncts > L0O2> 103> seX &S se) ;
L05:  Genr L04 > Vsi(se X & se)) ;
L06:  Extensionality >> X=Y&SVsi(seX&se))
L07:  SecondConjunct > L06 > Vsi(seX & se))=X=Y
L08:  MP > LO7 > L05 > x=Yy O

T afsnit [TOT] far vi brug for en version af dette lemma, hvor objektvariablen s er
erstattet af en anden objektvariabel (jeg har valgt t). For at vise denne alterna-
tive version viser vi fgrst lemmaet HelperToSetEquality(t), som indkapsler en
anvendelse af deduktionsreglen:

[ZFsub lemma HelperToSetEquality (t): ILX, V: t#X t t#Y
Vi:(teX=>te))=(seX=>s€))

ZFsub proof of HelperToSetEquality(t):

LO1:  Block > Begin ;
L02:  Arbitrary > X,y ;
L03: Premise > teX=te) ;
L04: Repetition > L0O3 > teX=>te) ;
L05:  Block > End ;
LO6:  Arbitrary > X,y ;
LO7:  Ded > L05 > IHX = tH#Y I+ Vi (t € X =
te))=(seX=s€)) O

Hovedlemmaet hedder ToSetEquality(t):

[ZFsub lemma ToSetEquality(t): TLX, V: t#X = t#) i+
teX=>teYhteY=steXFX=))

I beviset herfor kombinerer vi Gen med hjzlpelemmaet til at omdanne prae-
missen [t € X =t € V] til [s € X = s € )] (linie 6-8). Vi gentager denne
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procedure mht. preemissen [t € Y = ¢ € X] (linie 9-11). Vi kan da slutte af med
en anvendelse af det oprindelige lemma ToSetEquality (linie 12):

ZFsub proof of ToSetEquality(t):

LO1:  Arbitrary > X, Y ;
L02:  Side-condition > tHX ;
L03:  Side-condition > t#Y ;
L04:  Premise > teX=te) ;
L0O5:  Premise > teY=teX ;
L06:  Genr> L04 > Vi:(teX=>te)) ;
L07:  HelperToSetEquality(t) >
L02 > LO3 > Vi:(teX =>te)) =
seX=>se) ;
L08: MP > LO7 > L06 > SEX=>s5€) ;
L09:  Genr LO5 > Vi:(teY=teX) ;
L10:  HelperToSetEquality(t) 1>
L03 > L02 > Vi:(teY=>teX)=
seyY=s€eX ;
L11: MP>L10r> L0O9 > seEyY=>seX ;
L12:  ToSetEquality > LO8 > L11 > X =) O

Arbejdsfordelingen mellem HelperToSetEquality(t) og ToSetEquality(t) er
temmelig ujaevn; det meste af arbejdet foregar i beviset for ToSetEquality(t).
At der er to lemmaer i stedet for ét, har en teknisk forklaring: Logiwebs be-
vischecker kan ikke arbejde med konklusioner af formen [x # y]. Vi kan der-
for kun referere til konklusionen [t#X H t#Y # (---)] ved at lade den veere
konklusionen pa et bevis; og derfor ma vi stoppe op, nar vi nar til linie 7 i
HelperToSetEquality(t). Vi vil flere gange senere komme ud for lemmaer, hvis
eksistens har denne tekniske forklaring. Jeg vil bruge ordet “lemmastump” om
disse lemmaer.

7.6.2 Ngdvendig betingelse for lighed

Vi begynder dette underafsnit med et hjselpelemma, som vi bruger til at fjerne
objektkvantoren fra Extensionality:

[ZFsub lemma HelperFromSetEquality: IIS, X', V: s#X = s#Y
Vsi(seX S se))=>(SeX&Se))

Beviset for HelperFromSetEquality er en simpel anvendelse af deduktionsreglen:

ZFsub proof of HelperFromSetEquality:

LO01:  Block > Begin ;
L02:  Arbitrary > XY ;
L03: Premise > seX&se) ;
L04:  Repetition > L0O3 > seX & se)y ;
L05:  Block > End ;
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L06:  Arbitrary > S, XY ;
LO7:  Ded > L05 > SHX b s#HY H Vs:i(s € ¥ &
se))=(Sex s Sc)) O

Hovelemmaet i dette underafsnit udsiger, at hvis X er lig med ), sa er X en
delmeengde af YT

[ZFsub lemma FromSetEquality: IIS, X', V: s#X I s#Y I
X=YrFSexrSe))]

Beviset er en enkel anvendelse af Extensionality og HelperFromSetEquality:

ZFsub proof of FromSetEquality:

LO1:  Arbitrary > S, XY ;
L02:  Side-condition > SHX ;
L03:  Side-condition > SH#HY ;
L04: Premise > xX=Y ;
L05:  Premise > SeX ;
L06:  Extensionality >> X=Y&Vsi(seX&se))
L07:  IffSecond r> L06 > L04 > Vs:(seX & se€)) ;
L0O8:  HelperFromSetEquality >
L02 > LO3 > Vsi(seX & se)) =
(Sexssce)y ;
L09: MP > L0O8 > LO7 > Sexsse)y ;
L10:  IffSecond t> L0O9 > L0O5 > Se)y o

8 Definitionslemmaer

Regellemmaerne fra afsnit [ blev afledt fra aksiomer. Lemmaerne i dette afsnit
bliver afledt fra makrodefinitionerne i afsnit 5.7t heraf navnet “definitionslem-
maer”. Formalet med definitionslemmaerne er at muligggre effektiv anvendelse
af makrodefinitionerne i beviser.

8.1 Refleksiv relation

Den forste definition, vi tager under behandling, er definitionen

[ReflRel(R, BS) = Vs: (s € BS = R(s,s))]. Vi bruger her en lemmastump ved
navn HelperReflexivity, som lader os fjerne objektkvantoren fra denne defini-
tions hgjreside:

[ZFsub lemma HelperReflexivity: ITR, S, BS: s#R = s#BS
Vs:(s € BS = R(s,s)) =S € BS=R(S,S5)]

Vi viser HelperReflexivity ved hjelp af deduktionsreglen:

19Naturligvis kan man ogsa vise, at hvis X er lig med Y, s& er ) en delmzengde af X. Det
har imidlertid ikke veeret ngdvendigt at bruge dette lemma.
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ZFsub proof of HelperReflexivity:

LO1:  Block > Begin ;
L02:  Arbitrary > R,BS ;
L03:  Premise > s € BS = R(s,s) ;
L04:  Repetition > L0O3 > s € BS = R(s,s) ;
L0O5:  Block > End ;
L06:  Arbitrary > R,S,BS ;
L07:  Ded > L05 > SHR N s#BSH Vs: (s € BS =

R(s,s)) =S e€BS=R(S,S) O

I hovedlemmaet Reflexivity omdanner vi lemmastumpens implikationer til infe-
renser:

[ZFsub lemma Reflexivity: IR, S, BS: s#R I s#BS I ReflRel(R, BS) F
S eBSER(S,S)

ZFsub proof of Reflexivity:

LO1:  Arbitrary > R,S,BS ;
L02:  Side-condition > SHR ;
L03:  Side-condition > s#BS ;
L04:  Premise > ReflRel(R, BS) ;
L05: Premise > S eBS ;
L06:  HelperReflexivity > L02 >
L03 > ReflRel(R,BS) = S € BS =
R(S,S) ;
LO7:  MP2r> L06 > L04 > L0O5 > R(S,S) O

Vi skal straks se flere eksempler pa netop denne arbejdsdeling mellem lem-
mastump og hovedlemma.

8.2 Symmetrisk relation

De to lemmaer i dette underafsnit er afledt fra definitionen af “symmetrisk
relation” i afsnit 57 Fremgangsmaden er den samme som i afsnit Lemmaet
HelperSymmetry fungerer som lemmastump i forhold til Symmetry:

[ZFsub lemma HelperSymmetry: IR, S, 7T, BS:
SHR I s#BS b t#R I t#BS t+ SymRel(R, BS) =
SeEBS=TeBS=R(S,T)=R(T,S)

[ZFsub lemma Symmetry: IR, S, 7,BS: s#R W s#BS + t#R t+ t#BS
SymRel(R,BS)FS € BSFT e BS+R(S, 7))+ R(7,S)]

Beviset for HelperSymmetry fungerer ligesom beviset for HelperReflexivity fra
afsnit B] (dog skriver vi ikke definitionen af SymRel(R, BS) ud):

ZFsub proof of HelperSymmetry:
LO1:  Block > Begin ;
L02:  Arbitrary > R,BS ;
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L03: Premise > s € BS = t € BS =
R(s,t) = R(t,s) ;

L04: Repetition > L0O3 > s € BS = t € BS =
R(s, t) = R(L,s) ;
L05:  Block > End ;
L06:  Arbitrary > R,S,T,BS ;
LO7:  Ded > L05 > SHR H s#BS t+ t#R K

t#BS I SymRel(R,BS) =
S € BS = T € BS =
R(S,T)=R(T,S) O

I beviset for Symmetry skifter vi fra implikation til inferens:

ZFsub proof of Symmetry:

LO1:  Arbitrary > R,S,7T,BS ;
L02:  Side-condition > SHR ;
L03:  Side-condition > S#BS ;
L04:  Side-condition > t#R ;
L05:  Side-condition > t#BS ;
L06:  Premise > SymRel(R, BS) ;
L07: Premise > SeBS ;
L08: Premise > T eBS ;
L09:  Premise > R(S,T) ;
L10:  HelperSymmetry > L0O2 >
LO03 > L04 > LO5 > SymRel(R, BS) = BS =

S €
TeBS=R(ES,T)=>R(T,S) ;
L11:  MP4p> L10> L06 > LO7 >
L08 > L09 > R(T,S) ad

8.3 Transitiv relation

De to lemmaer i dette underafsnit er afledt fra definitionen af “transitiv relation”
i afsnit B7 Vi bruger ngjagtig den samme fremgangsmade som i afsnit B1]
og B2t Lemmastumpen (HelperTransitivity) fjerner definitionens objektkvantor
ved hjelp af Ded, og hovedlemmaet (Transitivity) skifter fra implikation til
inferens:

[ZFsub lemma HelperTransitivity: IR, S, 7,U, BS:
SHR = s#BS b t#R W= t#BS = u#R = u#BS t+ TransRel(R, BS) =
SeEBS=TeBS=UcBS=R(S,T)=R(T,U) = R(S,U)]

ZFsub proof of HelperTransitivity:

LO1:  Block > Begin ;
L0O2:  Arbitrary > R,BS ;
L03:  Premise > seBS=teBS=

v € BS = R(st) =
R(t,u) = R(s, u) ;
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L04:  Repetition > L03 > seBS=teBS=
u € BS = TR(st) =
R(t,u) = R(s,u) ;

L0O5:  Block > End ;
L06:  Arbitrary > R,S,T,U,BS ;
LO07:  Dedr> LO05 > SHR I s#BS Kt t#R I

t#BS = u#R t u#BS
TransRel(R,BS) = S € BS =
7T € BS = U € BS =
R(S,T)=R(T,U) = R(S,U) O

[ZFsub lemma Transitivity: IR, S, 7,U, BS:
SHR W s#BS b t#R W= t#BS = u#R = u#BS t TransRel(R, BS) -
SeBSHFT eBSFUeBSER(S,T)FR(T,U)FR(S,U)]

ZFsub proof of Transitivity:

LO1:  Arbitrary > R,S,T,U,BS ;
L02:  Side-condition > SHR ;
L03:  Side-condition > s#BS ;
L04:  Side-condition > t#R ;
L05:  Side-condition > t#BS ;
L06:  Side-condition > u#R ;
L07:  Side-condition > u#BS ;
L08:  Premise > TransRel(R, BS) ;
L09: Premise > SeBS ;
L10: Premise > T eBS ;
L11: Premise > UueBs ;
L12:  Premise > R(S,7T) ;
L13:  Premise > R(T,U) ;

L14:  HelperTransitivity > L02 1>
LO03 > L04 > L05 > L06 >
LO7 > TransRel(R,BS) = S € BS =
T €¢ BS = U € BS =
R(S,7T) = R(T,U) = R(S,U) ;
L15:  MP5> L14 > LO8 > L09 >
L10>L11>L12 > R(T,U) = R(S,U)
L16: MPp>L15>L13 > R(S,U) ad

8.4 Akvivalensrelation

De tre lemmaer i dette underafsnit udsiger, at en sekvivalensrelation er hhv.
refleksiv, symmetrisk og transitiv. Beviserne er simple; vi anvender et par tau-
tologier pa definitionen af EqRel(R, BS) fra afsnit b7

[ZFsub lemma ERisReflexive: IIR: EqRel(R, BS) F ReflRel(R, BS)]

ZFsub proof of ERisReflexive:
LO1:  Arbitrary > R ;

36



L02: Premise > EqRel(R, BS) ;

L03:  Repetition > L02 > ReflRel(R, BS) A
SymRel(R, BS) A
TransRel(R, BS) ;
L04:  FirstConjunct > L03 > ReflRel(R, BS) A
SymRel(R, BS) ;
L05:  FirstConjunct > L04 > ReflRel(R, BS) O
[ZFsub lemma ERisSymmetric: IIR: EqRel(R, BS) I SymRel(R, BS)]
ZFsub proof of ERisSymmetric:
LO1:  Arbitrary > R ;
L02: Premise > EqRel(R, BS) :
L03:  Repetition > LO2 > ReflRel(R, BS) A
SymRel(R, BS) A
TransRel(R, BS) ;
L04:  FirstConjunct > L03 > ReflRel(R, BS) A
SymRel(R, BS) ;
L05:  SecondConjunct > L04 > SymRel(R, BS) O
[ZFsub lemma ERisTransitive: [IR: EqRel(R, BS) F TransRel(R, BS)]
ZFsub proof of ERisTransitive:
LO1:  Arbitrary > R ;
L02:  Premise > EqRel(R, BS) ;
L03:  Repetition > L02 > ReflRel(R, BS) A
SymRel(R, BS) A
TransRel(R, BS) ;
L04:  SecondConjunct > L03 > TransRel(R, BS) ad

9 Basale satninger i mangdelaere

Lemmaerne i dette afsnit er en lgs samling af maengdeteoretiske setninger, som
bliver brugt i beviset for hovedresultatet i afsnit [[I1 Lemmaerne er grupperet
efter emne: Underafsnit omhandler den tomme maengde, underafsnit
handler om lighedsrelationen [x = y|, og underafsnit handler om negeret
lighed (x #y). Figur 2 giver et overblik over lemmaerne.
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‘ TransferNotEq(4) ‘

A
4
‘ HelperTransferNotEq(4) ‘
Y A
2 2*3
 =Transitivity(3) |
J A
2*2 2*3
‘ =Reflexivity ‘ =Symmetry(2) ‘ Helper=Transitivity(3) ‘
‘ SubsetTransitivity ‘ ‘ MemberNotd(1) ‘
A
Uniqued 1
A \
‘ HelperMemberNotd(1) ‘

HelperUnique@ JisSubset

Figur 2: Bevisstrukturen for afsnit @ Kun lemmaer fra dette afsnit er vist.
Tallene i parentes angiver, hvor mange sidebetingelser de forskellige lemmaer
indeholder. En pil fra lemma x til lemma y betyder, at x bruges i beviset for y.
Tallene ved pilene angiver, hvor mange sidebetingelser y modtager fra x. Hvis der
f.eks. star “2-4”, betyder det, at x bliver anvendt to gange i beviset for y, begge
gange med 4 sidebetingelser. Der er overlap mellem nogle af sidebetingelserne, og
lemmaer kan generere deres egne sidebetingelser. Derfor er der ikke ngdvendigvis
overensstemmelse mellem tallene i parentes og tallene ved lemmaerne.
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9.1 Den tomme mangde

Dette underafsnit indeholder 3 lemmaer, der hver har faet sit under-underafsnit.

9.1.1 En delmangde af alle maengder

Vi viser forst, at den tomme maengde er en delmaengde af alle maengder:

[ZFsub lemma QisSubset:IIS, X:S € @ = S € X

Beviset for (disSubset benytter sig af deduktionsreglen og tautologien

FromContradiction:

ZFsub proof of (JisSubset:
LO01: Block >

L0O2:  Arbitrary >

L03:  Premise >

L04:  Odef >

LO05: FromContradiction > L03 >

LO4 >
L0O6:  Block >
LO7:  Arbitrary >
LO8:  Ded > L06 >

9.1.2 Der er kun én tom maengde

Begin ;
S, X ;
Se0 ;
S¢0 ;

SeXx ;
End ;
S, X :
SeP=8eXx |

Det naeste lemma beviser pastanden “der er kun én tom maengde”. Vi formulerer
denne pastand som fglger: “Hvis en meengde X ikke har nogen medlemmer, sa

er X lig med @”:

[ZFsub lemma Unique@: TIX: s ¢ X - X =0]

Vi ved allerede fra lemmaet disSubset, at @ er en delmaengde af X. Altsa
mangler vi blot at vise, at X er en delmaengde af (). Dette klarer vi med hjeel-

pelemmaet HelperUnique®:

[ZFsub lemma HelperUnique@: IS, X:S ¢ X S € X = S € O]

ZFsub proof of HelperUnique®:

L01: Block >
L0O2:  Arbitrary >
L03: Premise >
L04:  Premise >

L05:  FromContradiction > L04 >

L0O3 >
L06: Block >
LO7:  Arbitrary >
L08:  Ded > L06 >
L09:  Premise >
L10: MP > LO8S > L09 >
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S, X ;
S¢Xx :
SeXx ;

Se ;
End
S, X :
S§¢xXx=8cX=8€0 ;
S¢x ;
SeX=8¢c0 O



Med HelperUnique® til radighed er det let at vise Unique®:
[ZFsub lemma Unique@:I1X:s ¢ X - X =0]

ZFsub proof of Unique®:

LO1:  Arbitrary > X ;
L02:  Premise > s¢ X ;
L03:  HelperUnique® > L02 > seX=s€0 ;
L04:  QisSubset > sED=>s€eX :
L05:  ToSetEquality > LO3 > L04 > X=0 a

9.1.3 Lemmaet “MemberNot®)”

Som det sidste resultat i dette underafsnit viser vi, at en maengde, der har et
medlem, ikke er lig med den tomme maengde:

[ZFsub lemma MemberNotQ: IS, X: s#X S € X + X # O]
Beviset for MemberNot(® kan gengives som folger:

1. “Antag at S tilhgrer X. Hvis X var lig med @, sa ville S ogsa tilhgre (”.
2. “Men S tilhgrer ikke @. Derfor er X ikke lig med @”.

Vi viser punkt 1 som lemmastumpen HelperMemberNot®; herefter gennemfgrer
vi punkt 2 i selve beviset for MemberNot®:

[ZFsub lemma HelperMemberNot@: I1S, X':
SHXFSeX=>X=0= S €]

ZFsub proof of HelperMemberNot®:

LO1:  Block > Begin ;
L0O2:  Arbitrary > S, X :
L03:  Side-condition > SH#HX ;
L04:  Premise > SeXx ;
L0O5:  Premise > X=0 ;
L06:  FromSetEquality >
LO3 > L05 > L04 > Se ;
LO7:  Block > End ;
LO8:  Arbitrary > S, X ;
L09:  Ded > LO7 > SHX
SeX=X=0=>8€0 O

[ZFsub lemma MemberNot@: IIS, X: s#X =S € X + X # O]
ZFsub proof of MemberNotQ:

LO1:  Arbitrary > S, X ;
L02:  Side-condition > SH#HX ;
L03:  Premise > SeXx ;

L04: HelperMemberNot@ >L02 > SeX=>X=0=>8c0 ;
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L05: MPr>L04>L03 > X=0=8€0 ;
L06:  @Odef > S§¢0
LO7: MT > LO5 > L06 > X#£0 O

9.2 [x=y| er en xkvivalensrelation

Malet med dette underafsnit er at vise, at [x=y] er en refleksiv, symmetrisk og
transitiv relation.
At [x=y] er refleksiv, folger af, at [x = y] er refleksiv:

[ZFsub lemma =Reflexivity: I1S: S=S]

ZFsub proof of =Reflexivity:

LO1:  Arbitrary > S ;
L0O2:  Autolmply > seS=s€S ;
L03:  ToSetEquality > L02 > L02 > S=S§ o

Symmetri-lemmaet for [x=y] ser saledes ud:
[ZFsub lemma =Symmetry: IIX, V: s#X F s# Y X=YF Y=2X]

Vi beviser = Symmetry ved at reducere termen [X =)] til de to implikationer
[s€eX =>s€eY ogls €)= s X| Herefter satter vi de to implikationer
sammen i omvendt rackkefplge, hvilket giver os [V =X]:

ZFsub proof of =Symmetry:

LO1:  Arbitrary > XY ;
L02:  Side-condition > SHX ;
LO03: Side-condition > S#HY ;
L04: Premise > x=Yy ;
L05:  Extensionality > X=Y&Vsi(seX &se))
L06:  IffSecond > LO5 > L04 > Vs:(seX & se€)) ;
LO7:  HelperFromSetEquality >
L02 > LO3 > Vsi(seX & se))=
(seX&se)) ;
L08: MP > LO07 1> L06 > seX&se) ;
L09:  FirstConjunct > LO8 > seX=>s€) ;
L10:  SecondConjunct > LO8 > seEY=>s€eX ;
L11:  ToSetEquality > L10>L09 > Y=X O

Transitivitets-lemmaet for [x=y]| ser saledes ud:

[ZFsub lemma =Transitivity: TIX, Y, Z: s#X + s# Y+ s#Z I
X=YFY=Z2ZFX=2Z]

Vi viser forst den svagere pastand, at X er en delmangde af Z:

[ZFsub lemma Helper = Transitivity: IS, X', Y, Z: s#X t s#Y I+ s#Z I+
X=Y=>V=Z2=8ScX=ScZ
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Bevisets kerne bestar af to anvendelser af FromSetEquality (linie 8-9):

ZFsub proof of Helper=Transitivity:

L01:  Block > Begin ;
L02:  Arbitrary > S, X, ), 2 ;
L03:  Side-condition > SH#HX ;
L04:  Side-condition > s#HY ;
L05:  Side-condition > SH#HZ ;
L06: Premise >> X=Y ;
L07:  Premise > Y=z ;
L08:  Premise > Sex ;
L09:  FromSetEquality > L0O3 1>

L04 > L06 > LO8 > Secy ;
L10:  FromSetEquality > L04 >

LO5 > LO7 > L09 > SeZz ;
L11:  Block > End ;

L12:  Arbitrary >
L13:  Dedp> L11 >

S, XV, 2 ;
SHX W s#Y I s#HZ + X =
V=>YV=Z=8ScX=>8S§cZ O

Vi bruger nu Helper = Transitivity til at vise, at X er en delmeengde af Z (linie
5-8), og vice versa (line 9-12):

[ZFsub lemma =Transitivity: TIX, YV, Z: s#X + s# Y+ s#Z I
X=YFY=Z2ZFX=2Z]

ZFsub proof of =Transitivity:

LO1:  Arbitrary >
L02:  Side-condition >
L03:  Side-condition >
L04:  Side-condition >
LO05:  Premise >

L06:  Premise >

L07:  Helper =Transitivity > L02 >

LO3 > L04 >
L0o8: MP2p> L0O7 > LO5 > L06 >
L09:  =Symmetry > LO2 1>

LO3 > L0O5 >
L10: =Symmetry > LO3 >

L0O4 > L06 >

L11:  Helper=Transitivity > L04 1>

LO3 > LO2 >

L12: MP2r>L110>L10 > L0O9 >
L13:  ToSetEquality > L08 > L12 >
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9.3 Negeret lighed

I dette sidste underafsnit viser vi, at lige stgrrelser kan erstatte hinanden i en

negeret lighed:

[ZFsub lemma TransferNotEq: TIX, Y,V W: s#X t+ s#Y I s#V I s#W

XAVEX=VEY=WEV#W]

Beviset for TransferNotEq kan gengives som fglger:

1. “Antag at V er lig med W. Ud fra preemisserne [X =V] og [Y=W)] far vi
da [X¥=)]"

2. “Men vi har antaget [X # V]. Derfor kan V ikke vaere lig med W.”

Vi viser punkt 1 som lemmastumpen HelperTransferNotEq; punkt 2 klares i

selve beviset for TransferNotEq:

[ZFsub lemma HelperTransferNotEq: IIX, Y, V, W:

SHX I sHEV I s#V I spW - X =V = V=W = V=W = ¥ =)/

ZFsub proof of HelperTransferNotEq:

LO1:
L02:
L03:
LO04:
LO5:
LO6:
LOT7:
LO8:
L.09:

L10:
L11:

L12:

L13:
L14:
L15:

Block >
Arbitrary >
Side-condition >
Side-condition >
Side-condition >
Side-condition >
Premise >
Premise >

Premise >
= Transitivity > L03 > L05 >

L06 > LO7 > L09 >
=Symmetry > L04 1>

LO6 > LO8 >
=Transitivity > L03 1> L06 >

LO4>L10>L11 >
Block >

Arbitrary >

Ded > L13 >
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[ZFsub lemma TransferNotEq: ITIX, Y, V, W: s#X t+ s#Y I s#V I s#W
XAYVEX=VEY=WEVAW]

ZFsub proof of TransferNotEq:

LO1:  Arbitrary > X, VY,V W ;
L02: Side-condition > SHX ;
L03:  Side-condition > SH#HY ;
L04:  Side-condition > S#HY ;
L05:  Side-condition > SHW ;
L06: Premise > X#£Y ;
LO07:  Premise > xX=y ;
L08:  Premise > y=W ;
L09: HelperTransferNotEq > L02 >
LO3 > L0O4 > L0O5 > X=V=)Y=W=
V=W=Xx=) ;
L10: MP2r> L09 > LO7 > LO8 > V=W= Xx=) ;
L11: MTp L10 > L06 > V#EW |

10 Lighedslemmaer

Ved et “uneert lighedslemma” vil jeg forsta et lemma af folgende form: “Hvis
der galder [X =Y, sa geelder [Op(X)=0p(Y)]” — hvor “ [Op(X)]” star for en
uneer syntaktisk konstruktion som f.eks. [Ux] eller [{x}].

Tilsvarende kan vi definere et “binzert lighedslemma” som et lemma med ind-
holdet: “Hvis der geelder [X =Y] og [V =W], sa geelder [Op(X,V)=0p((Y, W)]”
— her kan “[Op(x,y)]” f.eks. sta for [{x,y}] eller [x Ny].

I dette afsnit beviser vi lighedslemmaerne for konstruktionerne [{x, y}], [{x}],
[Ux], [x Uy], [{ph € x | f}] og [x Ny]. Figur 3 giver et overblik over afsnittets
lemmaer. Hele arbejdet i dette afsnit munder ud i én eneste anvendelse af det
sidste lighedslemma (“Samelntersection”) i beviset for hovedresultatet (i afsnit
ITZ3). Man kan altsa godt sige, at vi skyder graspurve med kanoner. Ligheds-
lemmaer har dog ogsa interesse derved, at de kan bruges til at vise, at ZFsub er
en teori med lighed (jvf. afsnit 2.8 i [6]); men det er altsa ikke et sadant bevis,
som er formalet med dette afsnit.
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Samelntersection ‘

]

‘ SameSeparation(2) ‘ IntersectionSubset(4) ‘
A -
‘ SeparationSubset(2) ‘ ‘ SameBinaryUnion(16) ‘
A A A
24 | 6 2
‘ SameSingleton(4)
‘ 4
‘ SamePair(6) ‘ SameUnion(2) ‘
‘ 2*4 ‘ 2*2
PairSubset(5)  UnionSubset(2) |
4 ‘ 4
HelperPairSubset(4) | Helper(2)PairSubset(4) |

Figur 3: Bevisstrukturen for lighedslemmaerne. Kun lighedslemmaerne er vist.
Figuren skal leeses ligesom figur 2.
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10.1 Par

Nar vi skal vise et lighedslemma med konklusionen [Op(X,V) = Op(Y, W)],
er det ofte en god ide fgrst at vise et “delmeengdelemma” — dvs. et lemma,
der konkluderer, at Op(X,V) er en delmeengde af Op(Y,W). Vi kan da vise
lighedslemmaet ud fra ToSetEquality og to anvendelser af delmaengdelemmaet.
I dette underafsnit begynder vi med det folgende delmeengdelemmas:

[ZFsub lemma PairSubset: IIS, X, Y, V, W:
SHX - sV I sH#V b sHW b sH#S i
X=Y=V=W=Sc{X,V}=S8c{y W}

Beviset for PairSubset kan gengives som fglger:
1. “Antag [X¥ =))], [V=W] og at S tilhgrer {X,Y}. Der gaelder da S =X
eller S=).”
2. “S=X medfgrer [S=Y V S=W] (under antagelse af [X =))]).”
3. “S=Y medfgrer ogsa [S=Y V S=W|.”
4. “Derfor ma [S=Y V & = W] gezlde ubetinget. Dette betyder igen, at S
tilhgrer {Y, W}, QED.”

Punkt 2 og 3 varetages af de to lemmastumper HelperPairSubset og
Helper(2)PairSubset. Punkt 1 og 4 vises i selve beviset for PairSubset:

[ZFsub lemma HelperPairSubset: IIS, X', Y, W:
SHS - sHX I+ sH#Y = s#HW I+
X=Y=8=X=8=YVvS=W)|

ZFsub proof of HelperPairSubset:

LO1: Block > Begin ;
L02:  Arbitrary > S, X, YW ;
L03:  Side-condition > s#HS ;
L04: Side-condition > SH#HX ;
LO05:  Side-condition > s#Y ;
L06:  Side-condition > SHW ;
LO07:  Premise > x=) ;
L08:  Premise > S= ;
L09: =Transitivity > L03 > L04 >
L05 > LO8 > LO7 > S=Y ;

L10:  WeakenOr2 > L09 > S=YVvVS=WwW ;
L11: Block > End ;
L12:  Arbitrary > S, X, Y, W ;
L13: Dedr L11 > SHSH sHX W sHY I sH#EW I

X=Y=586§=X=

S=YyvS=w |

[ZFsub lemma Helper(2)PairSubset: I1S, Y, V, W:
SHS I s#Y I sH#V = sHW I
V=W=8=V=8=YVS=W]
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ZFsub proof of Helper(2)PairSubset:

LO1:
LO02:
LO03:
L04:
L05:
L06:
LO7:
LO8:
L09:

L10:
L11:
L12:
L13:

Block >
Arbitrary >
Side-condition >
Side-condition >
Side-condition >
Side-condition >
Premise >

Premise >
=Transitivity > L03 > L05 >

L06 > LO8 > LO7 >
WeakenOrl > L09 >
Block >

Arbitrary >

Ded > L11 >

Begin
SV, V, W
S#S
sH#Y
s#YV
SHW
V=W
S=V

S=WwW

S=YyVvS=w
End
S, Y, vV, W
SHS - sH#Y I sH#V = s#W I
V=W=8=V=
S=YyvS=Ww

[ZFsub lemma PairSubset: IIS, X, Y, V, W:
SHX I sHY I s#HV = s#W I s#S I+
X=Y=>V=W=Se{X,V}=S8e{Y W}

ZFsub proof of PairSubset:

LO1:
L02:
L03:
L04:
LO5:
LO06:
LOT7:
LO8:
L09:
L10:

L11:
L12:

L13:
L14:

L15:
L16:

L17:
L18:
L19:

Block >
Arbitrary >
Side-condition >
Side-condition >
Side-condition >
Side-condition >
Side-condition >
Premise >
Premise >
Premise >

Pair2Formula > L10 >
HelperPairSubset > LO7 >

LO3 > L04 > LO6 >

MP > L12 > LO8 >
Helper(2)PairSubset > LO7 >

L04 > LO5 > LO6 >

MP > L14 > L09 >
FromDisjuncts > L11 > L13 >

L15 >

Formula2Pair > L16 >
Block >

Arbitrary >
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L20: DedrL18 > SHX I s#Y b s#V b s#W I
SHS I X=Y = V=W =
Se{X,V}=8e{y,W} m

Kommet sa vidt kan vi bevise lighedslemmaet SamePair. Vi viser, at {X,V} er
en delmaengde af {Y, W} (linie 8-11), og vice versa (linie 12-14):

[ZFsub lemma SamePair: TIX, Y, V, W:
SHX b s#HY I s#V I s#EW I t#{ X, VI t#{Y, W} I+
X=YEV=WH{X V}={Y,W}]

ZFsub proof of SamePair:

LO1:  Arbitrary > X, Y, V. W ;
L02:  Side-condition > SHX ;
L03:  Side-condition > s#Y ;
L04:  Side-condition > S#HYV ;
L05:  Side-condition > SHW ;
L06:  Side-condition > t#{X,V} ;
LO7:  Side-condition > t#{Y, W} ;
LO8:  Premise > x=Y ;
L09:  Premise > V=W ;
L10:  PairSubset > L02 > L03 >

L04 > L0O5 > X=Y=>V=W=

te{X,V}=te{Y,W} ;

L11: MP2r>L10> LO8 > L0O9 > te{X,Vi=te{Y,W} ;
L12: =Symmetry > L02 >

LO03 > LO8 > y=x ;
L13: =Symmetry > L04 >

LO5 > L09 > W=y ;
L14:  PairSubset > LO3 > L02 1>

LO5 > L04 > y=X=>W=V=

te{Y,W}=te{X,V} ;

L15: MP2r>L14>L121>L13 > te{Y,W}=te{X,V} ;
L16:  ToSetEquality(t) > L06 >

LO7> L11 > L15 > {X,V}={Y,W} o

10.2 Singleton-maengde

Lighedslemmaet for singleton-konstruktionen ser saledes ud:

[ZFsub lemma SameSingleton: IIX, Y:
s#X = sH#HY = 13X, X} i t34{Y, V= XY=V F {X}={V}]

Da [{x}] er makrodefineret som [{x,x}], kan vi let vise SameSingleton ud fra
SamePair:

ZFsub proof of SameSingleton:
LO1:  Arbitrary > X, Y ;
L02:  Side-condition > SHX ;
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L03:  Side-condition > s#Y ;

L04:  Side-condition > t#{X, X} ;
L05:  Side-condition > t#{),V} ;
L06:  Premise > X=Y ;

LO7:  SamePair > L02 > LO3 >

L02 > LO3 > L04 >

L05 > L06 > 106 > {x, x}={, Y} ;
L08:  Repetition > LO7 > {X}={V} ]
10.3 Foreningsmaengde

Delmeengdelemmaet mht. [Ux] ser séledes ud:

[ZFsub lemma UnionSubset: IIS, X, V: s#X t+ s#) I+
X=Y=8ScUX=S8ecU)

Bevisets kerne (linie 7-11) er en simpel anvendelse af definitionen af [Ux]:

ZFsub proof of UnionSubset:

LO1: Block > Begin ;
L02:  Arbitrary > S, XY ;
L03:  Side-condition > SH#HX ;
L04:  Side-condition > s#HY ;
L05:  Premise > X=Y ;
L06:  Premise > S eux ;
L07:  Union2Formula > L06 > S €Exjg AExjg € X :
L08:  FirstConjunct > LO7 > S € Exyg ;
L09:  SecondConjunct > LO7 > Exjp e X ;
L10:  FromSetEquality > L0O3 >

L04 > L05 > L09 > Exijo €Y ;
L11:  Formula2Union > LO08 > L10 > Seuvy ;
L12: Block > End ;
L13:  Arbitrary > S, XY ;
L14: Ded>L12> SHX - s#Y

X=Y=8SeuUuX=8ecu)y O

I beviset for lighedslemmaet SameUnion viser vi, at UX er en delmeengde af UY
(linie 4-6), og vice versa (line 7-9):

[ZFsub lemma SameUnion: IIX, V: s#X + s# Y+ X =Y F UX =UY]

ZFsub proof of SameUnion:

LO1:  Arbitrary > X,Y ;
L02:  Side-condition > SHX ;
L03:  Side-condition > SH#HY ;
L04:  Premise > xX=Y) ;
L05:  UnionSubset > L02 > L03 > X=Y=>seUX = seU)y ;
LO6: MP > L05 > L04 > seUX = se Uy ;
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LO7: =Symmetry > L02 >

LO3 > L04 > y=x ;
LO8:  UnionSubset > LO3 > L02 > Y= =scUY = secUX ;
L09: MP > LO8 > LO7 > seUY =seuUXx ;
L10:  ToSetEquality > L06 > L09 >  uUXxX=UY a

10.4 Bineer foreningsmangde

I lighedslemmaet for [x U y] bliver problemet med sidebetingelserne meget ty-
deligt:

[ZFsub lemma SameBinaryUnion: IIX, Y, V, W: s#X I s#Y I t#{X, X}
tH#{YV, YV} = s#V I sH#W I t4#{V, V} = t#{W, W} I s#{X} + s#{V}
s#{(V} = s#EWE I s#{XH (VI s#{V} W I e {{a} (V-
t#H{YV}L,{WHHEX=YEV=WEFXUV=YUW]

Alt i alt er der 16 sidebetingelser. Et sadant lemma er jo ikke til at ar-
bejde med. Derfor vil vi bruge objektvariable i formuleringen af de lemmaer,
der afhaenger af SameBinaryUnion. Pa dén made bliver alle sidebetingelserne
automatisk opfyldt, og vi behgver ikke at behandle dem eksplicit.

Problemet med SameBinaryUnion er, at det nedarver sidebetingelser fra
tre forskellige lemmaer (jvf. figur 3), og at der ikke er noget overlap mellem
sidebetingelserne. Mange af sidebetingelserne er ensbetydende; f.eks. medferer
[s#X] og [s#{X}] hinanden. Bevischeckeren er imidlertid ikke i stand til at
udnytte dette; vi kan ikke ggre andet end at opremse alle sidebetingelserne.

Ironisk nok er selve beviset for SameBinaryUnion ret enkelt. Vi saetter blot
lighedslemmaerne SameSingleton, SamePair og SameUnion sammen:

ZFsub proof of SameBinaryUnion:

LO1:  Arbitrary > X, Y,V W ;
L02:  Side-condition > SHX ;
LO03: Side-condition > S#HY ;
L04:  Side-condition > t#{X, X} ;
L05:  Side-condition > t#{Y, YV} ;
L06:  Side-condition > S#HYV ;
L07:  Side-condition > SHW ;
L08:  Side-condition > t#{V,V} ;
L09:  Side-condition > t#{W, W} ;
L10:  Side-condition > s#{X} ;
L11:  Side-condition > s#{V} ;
L12:  Side-condition > s#{V} ;
L13:  Side-condition > s#{W} ;
L14:  Side-condition > s#{{X},{V}} ;
L15:  Side-condition > s#{{YV}, {W}} ;
L16:  Side-condition > t#{{X}, {V}} ;
L17:  Side-condition > t#{{V}, {W}} ;
L18:  Premise > xX=Yy ;
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L19:  Premise > V=W ;
L20:  SameSingleton > LO2 1>

LO3 > L04 > LO5 > L18 > {X}={V} ;
L21:  SameSingleton > LO6 >
LO7 > LO8 > L09 > L19 > Vi={w} ;

L22: SamePair > L10 > L11 1>
L1221 L13 > L16 >

L17 > L20 > L21 > {x} {(Vi={{y}, {W}} ;
L23: SameUnion > L14 1>

L15 1> 122> U{{xh Vi =u{{yr,{Wwir
L24:  Repetition > L23 > Xuyv=yuw o

10.5 Separation

Delmangdelemmaet for konstruktionen [{ph € T | F}] ser saledes ud:

[ZFsub lemma SeparationSubset: ILA, B, S, X, V: s#X I s#Y
X=Y=(A&B)=>Sec{pheX| A} =Se{phe)|B}

I beviset gar vi fra [S € X] til [S € V)] (linie 9-10), og fra [A] til [B] (linie 11-12):

ZFsub proof of SeparationSubset:

LO1:  Block > Begin ;
L02:  Arbitrary > A B,S XY ;
L03:  Side-condition > sH#HX ;
L04:  Side-condition > S#HY ;
LO05: Premise > X=Y ;
L06:  Premise > A& B ;
L07:  Premise > Se{phe x| A} ;
L08:  Sep2Formula > L07 > SeXAA ;
L09:  FirstConjunct > LO8 > Sex ;
L10:  FromSetEquality > L0O3 1>
L04 o> L05 > L09 > Se)y ;

L11:  SecondConjunct > LO8 > A ;
L12:  IffSecond > L06 > L11 > B ;
L13:  Formula2Sep > L10 > L12 > Se{phe)y|B} ;
L14: Block > End ;
L15:  Arbitrary > A B,S, X, Y ;
L16: Dedr L14 > SHX M s#HIYHX=)Y =

(A& B)= S e {ph e x|

A} = Se{phe )| B} O

I beviset for lighedslemmaet SameSeparation viser vi, at {ph € X | A} er en
delmeengde af {ph € Y | B} (linie 4-7), og vice versa (linie 8-11):

[ZFsub lemma SameSeparation: IIA, B, X', V: s#X + s#Y
X=Y+ A& BF{phe X | A}={ph e Y| B}
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ZFsub proof of SameSeparation:

LO1:  Arbitrary > A B XY ;
L02:  Side-condition > SHX ;
L03:  Side-condition > SH#HY ;
L04: Premise > xX=Yy ;
L05:  Premise > A& B ;
L0O6:  SeparationSubset > L02 >
L03 > A=Y= A& B)=>
se{phe X | A} =
se{phe Y| B} ;
LO7:  MP20r L06 > L04 > L05 > se{pheX | A} =
se{phe Y| B} ;
LO8:  =Symmetry > L02 >
LO3 > L04 > y=Xx ;
L09:  IffCommutativity > L05 > B& A ;
L10:  SeparationSubset > L0O3 >
LO2 > V=X= (B& A=

sc{phe )Y |B} =

se{phe x| A} ;
L11: MP2rL10>L08 > L09 > se{phe)|B}=

se{phe X | A} ;
L12:  ToSetEquality > L07>L11 > {phe X | A}={phe Y |B} O

10.6 Bineer fellesmaengde

Delmengdelemmaet for konstruktionen [x Ny] adskiller sig fra normen ved ikke
at neevne [x Ny] eksplicit:

[ZFsub lemma IntersectionSubset: IIS, X', Y, V, W:
SHX M s#HY I sH#V I s#W I
X=Y=2V=W=8cXASecV=8cYASecW]

Bevisets kerne bestar af to anvendelser af FromSetEquality (linie 10-11 og
12-13):

ZFsub proof of IntersectionSubset:

L01: Block > Begin ;
L02:  Arbitrary > S, X, VY, V. W ;
L03:  Side-condition > sH#HX ;
L04:  Side-condition > SHY ;
L05:  Side-condition > S#YV ;
L06:  Side-condition > SH#HW ;
L07:  Premise > X=Y ;
LO08:  Premise > V=W ;
L09:  Premise > ScXASeVy :
L10:  FirstConjunct > L09 > SeXx ;
L11:  FromSetEquality > L03 >

L04 > LO7 > L10 > Sey ;
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L12:  SecondConjunct > L09 > SeVy ;
L13:  FromSetEquality > LO5 1>

L0O6 > LO8 > L12 > Sew ;

L14:  JoinConjuncts > L11 > L13 > SeYASew ;

L15:  Block > End ;

L16:  Arbitrary > S, X, Y, VW ;
L17:  Dedr>L15 > SHX b sHY I s#V I+ s#W I+
X=Y=>V=W=8SeXA

SeV=8eYASew ]

Sa er vi kommet til lighedslemmaet Samelntersection. Da dette lemma af-
haenger af SameBinaryUnion, slar vi her over til objektvariable (jvf. afsnit [[0.4).
Den store ulempe herved er, at objektvariable ikke kan instantieres til andre va-
riable. Derfor vil en formulering som f.eks. [z=y Fov=w F zNv =y N w)
sandsynligvis ikke kunne anvendes senere hen i rapporten, da vi ikke kan in-
stantiere z, y, v eller w.

Vi ma altsa undersgge, hvad Samelntersection egentlig skal bruges til, fgr vi
formulerer lemmaet. Det viser sig, at den fglgende formulering kan bruges:

[ZFsub lemma Samelntersection: z = [Ex; € OBS|, F y = [Exs € OBS|,
zNy=[Ex; € OBS], N [Exy € OBS],]

Man kan sige, at vi har instantieret objektvariablene “pa forhand”.
Beviset for Samelntersection kan beskrives som fglger:

1. Fra SameBinaryUnion far vi, at de to bingere foreningsmaengder er éns
(linie 3).

2. De to formler [phs € z A phs € y] og
[phs € [Ex; € OBS], A phs € [Exy € OBS],] implicerer hinanden (linie 4-5
og 6-9).

3. Fra punkt 1, punkt 2 og SameSeparation far vi da, at de to binzere feelles-
meengder er éns (linie 10-12).

Her er beviset:

ZFsub proof of Samelntersection:

L0l:  Premise > z=[Ex; € OBS], ;
L02: Premise > y=[Exs € OBS], ;
L03:  SameBinaryUnion > L01 >
L02 > xUy=
[EXl S OBS]T U [EXQ € OBS}T ;
L04: IntersectionSubset >> z=[Ex; € OBS], =

y=|[Exy € OBS], =

phs € z Aphs €y =

ph3 S [EXl € OBS]T A

phs € [Exo € OBS], ;
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L05:  MP2r> L04 > LO1 > L02 > phs € z Aphs € y =
phs € [EXl € OBS}T A
phs € [Exo € OBS], ;

L06: =Symmetry > LO1 > [Ex; € OBS], =z :
LO7: =Symmetry > L02 > [Exo € OBS],. =y ;
L08:  IntersectionSubset >> [Ex; € OBS|, =z =

[Exs € OBS),=y =

ph3 € [EXl € OBS}7 A

phs € [EXQ € OBSL« =

phy €z Aphzey ;
L09: MP2r> L0O8 > L0O6 > LO7 > phs € [Ex; € OBS], A

phg € [EXQ € OBS}T =

phsy € z Aphg €y ;
L10:  JoinConjuncts > L0O5 > L09 >  phs € A phg € y &

phs € [Ex; € OBS], A

phs € [EXQ S OBS]T ;
L11:  SameSeparationt>L03>110> {ph € z U y | phs € z A phs €

yt=

{ph € [Ex; € OBS], U [Exs €

OBS]T | phs € [EXl S OBS]T A

phs € [EXQ € OBS}r} ;
L12:  Repetition > L11 > rNy=

[Ex; € OBS], N[Exy € OBS], O

11 Hovedresultatet

Vi kan nu endelig ga i gang med hovedresultatet, som vi allerede udtrykte for-
melt i afsnit (.10]

[ZFsub lemma EqSysIsPartition: EqRel(r, OBS) - Partition(OBS/r, OBS)]
Vi skal vise tre ting:
e Ingen @kvivalensklasser er tomme (underafsnit [TT.T]),
e Alle ®kvivalensklasser er disjunkte (underafsnit [1.2]), og

o Faxllesmaengden af alle sekvivalensklasserne er lig den oprindelige meaengde
OBS (underafsnit [T.3]).

Til sidst binder vi alle tradene sammen i underafsnit 1.4

11.1 Ingen sekvivalensklasser er tomme

Lemmaet AutoMember udsiger, at sekvivalensklassen [S € BS|z indeholder &
selv som medlem:

[ZFsub lemma AutoMember: IIR, S, BS: s#R I s#BS i EqRel(R, BS) +
SeBSES e[S € BS|r]

o4



AutoMember folger af, at vi har R(S,S), fordi sekvivalensrelationen R er re-
fleksiv:

ZFsub proof of AutoMember:

LO1:  Arbitrary > R,S,BS ;
L02: Side-condition > SHR ;
L03:  Side-condition > S#HBS ;
L04: Premise > EqRel(R, BS) ;
L05:  Premise > S eBS ;
L06:  ERisReflexive > L04 > ReflRel(R, BS) ;
LO7:  Reflexivity > L02 1>

L0O3 > L06 > L05 > R(S,S) ;
L08:  Formula2Sep > L05 > LO7 > S € {ph € BS | R(ph1,S)} O

Ud fra AutoMember kan vi nu vise, at ingen medlemmer af et sekvivalenssystem
er tomme:

[ZFsub lemma EqSysNot@: IR, S, BS: s#R I s#S I+ s#BS i
s#[Exy € BS|r - t#R W t#BS = u#R - u#BS i EqRel(R, BS)
SeBS/R=8#0Q]

Pga. sidebetingelserne deler vi beviset op i to, med HelperEqSysNot® som lem-
mastump:

[ZFsub lemma HelperEqSysNot@: IR, S, BS: s#R t s#S + s#BS t+
s#[Exy € BS|gr - t#R W t#BS = u#R - u#BS - EqRel(R, BS) =
SeBS/R=8#0Q]

Naesten hele beviset varetages af HelperEqSysNot@. Beviset forlgber som folger:
Lad S veere et medlem af et sekvivalenssystem (linie 8). Pr. definition er S en
sekvivalensklasse (linie 9-12). Da enhver ackvivalensklasse har et medlem, har S
et medlem (linie 13-14). Da enhver meengde med et medlem ikke er tom, er S
ikke tom, QED (linie 15).

ZFsub proof of HelperEqSysNot®:

LO1:  Block > Begin ;
L0O2:  Arbitrary > R,S,BS ;
L03:  Side-condition > SHR ;
L04:  Side-condition > s#S ;
L05:  Side-condition > s#BS ;
L06:  Side-condition > s#[Ex; € BS|r ;
L0O7:  Premise > EqRel(R, BS) :
L08:  Premise > SeBS/R ;
L09:  Sep2Formula > LO8 >> S € P(BS) A (Ex; € BS A
[Ex; € BS|r=S) ;
L10:  SecondConjunct > L09 > Ex; € BS A [Ex; € BS|r=8 ;
L11:  FirstConjunct > L10 > Ex; € BS ;
L12:  SecondConjunct > L10 > [Ex; € BS|r=S :
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L13:  AutoMember > L03 1>

L05 > LO7 > L11 > Ex; € [Ex; € BS|r :
L14:  FromSetEquality > L0O6 >

LO4>L12> 113 > Ex; €8 ;
L15: MemberNot® > L04 > L14 > S£0 ;
L16: Block > End ;
L17:  Arbitrary > R,S,BS ;
L18: Dedr L16 > SHR Wt s#S Kt s#BS I

s#[Ex; € BSlg W t#R H
t#BS b+ u#R b u#BS
EqRel(R,BS) = S € BS/R =
S#£0 |

I hovedlemmaet skifter vi en implikation ud med en inferens:

[ZFsub lemma EqSysNot@D: IR, S, BS: s#R I s#S I+ s#BS
s#[Exy € BS|r - t#R W t#BS b u#R - u#BS = EqRel(R, BS) -
SeEBS/R =S8 +#0Q]

ZFsub proof of EqSysNot®:

L01:  Arbitrary > R,S,BS ;
L02:  Side-condition > SHR ;
L03:  Side-condition > SH#S ;
L04:  Side-condition > s#BS ;
L05:  Side-condition > s#[Ex; € BS|r ;
L06:  Side-condition > t#R ;
L07:  Side-condition > t#BS ;
L08:  Side-condition > u#R ;
L09: Side-condition > u#BS ;
L10: Premise > EqRel(R, BS) :

L11:  HelperEqSysNot@ > L02 1>
L03 > L04 > L05 > L06 >

L07 > LO8 1> L09 > EqRel(R, BS) =
SEBS/R=8+0 ;
L12: MPr>L11>L10 > SeBS/R=>S8+#0 i

11.2 Alle &kvivalensklasser er disjunkte

Dette underafsnit indeholder den mest komplicerede del af beviset for hovedre-
sultatet. Som det kan ses af figur 4, har jeg mattet tage et “snyde-aksiom” til
hjelp for at blive feerdig.
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 AliDisjointimply(6) |

| CheatAlIDisjoint |

AlIDisjoint

J

A

‘ EqClassesAreDisjoint(6) ‘
A
6 6
‘ EqNecessary(6) ‘ NoneEqgNecessary(6) ‘
i

6

‘ HelperEqNecessary(6) ‘
A
2*6

EqSubset(6)

A
6

‘ HelperEqSubset(6) ‘

6

‘ Helper(2)NoneEqgNecessary(6) ‘
Y
6

‘ HelperNoneEgNecessary(6) ‘

Figur 4: Bevisstrukturen for underafsnit [1.2] Kun lemmaerne fra dette afsnit
er vist. Figuren skal lzeses ligesom figur 2. Kassen maerket “CheatAllDisjoint”
repraesenterer et “snyde-aksiom”; sa der gar ingen pile ind i denne kasse.
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11.2.1 Lemmaet “EqSubset”

Indholdet af det fgrste lemma, EqSubset, kan udtrykkes som fglger: “Lad X og
Y veere to medlemmer af BS. Hvis der geelder R(X,)), sa er akvivalensklassen
[X € BS|r en delmangde af ackvivalensklassen [V € BS|r”:

[ZFsub lemma EqSubset: IIR, S, X, Y, BS:

SHR W s#BS b t#R I t#BS = u#R - u#BS i
X eBSEYeBSEEqRel(R,BS)FR(X,Y)
Se[XeBSgr=Se|YeBS|r]

Beviset forlgber som falger:
1. Lad § vaere et vilkarligt medlem af [X € BS]g. Vi har da R(S, X)
(linie 13-16).
2. Ud fra R(S,X) og antagelsen R(X,Y) far vi R(S,Y), da R er transitiv
(linie 17-19).
3. R(S,Y) medforer igen S € [V € BS]r, QED (linie 20).
Hele dette raesonnement gennemfgres i lemmastumpen HelperEqSubset. Selve

beviset for EqSubset bestar af den ssedvanlige omskrivning fra implikation til
inferens. Her er beviserne:

[ZFsub lemma HelperEqSubset: IR, S, X', Y, BS:
SHR M s#BS = t#R = t#BS = u#R = u#BS i+
X € BS =Y e BS = EqRel(R,BS) = R(X,Y) =
Se[XeBSlgr=S8¢c[YeBS|r]

ZFsub proof of HelperEqSubset:

LO1:  Block > Begin ;
L02:  Arbitrary > R,S,X,V,BS ;
L03:  Side-condition > SH#R ;
L04:  Side-condition > s#BS ;
L05:  Side-condition > t#R ;
L06:  Side-condition > t#BS ;
L07:  Side-condition > u#R ;
L08:  Side-condition > u#BS ;
L09:  Premise > X € BS ;
L10:  Premise > Y eBS ;
L11: Premise > EqRel(R, BS) :
L12:  Premise > R(X,Y) ;
L13:  Premise > Se[X eBSr ;
L14:  Repetition > L13 > S € {ph € BS | R(ph1, X)} ;
L15:  Sep2Formula > L14 > SeBSAR(S,X) ;
L16:  SecondConjunct > L15 > R(S,X) ;
L17:  ERisTransitive > L11 > TransRel(R, BS) ;
L18:  FirstConjunct > L15 > SeBS ;
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L19:  Transitivity > LO3 > L04 >
L05 > LO6 1> LO7 >
LO8 > L17>L18 > L09 > L10 >

L16>L12 > R(S,Y) ;
L20:  Formula2Sep > L18 > L19 > SeYeBSr ;
L21:  Block > End ;
L22:  Arbitrary > R,S, X, V,BS ;
L23: Dedr L21 > SHR I s#BS Kt t#R I

t#BS + u#R t u#BS #
X € BS = )Y € BS =
EqRel(R,BS) = R(X,Y) =
SeXeBSlgr=
SeYeBSr O

[ZFsub lemma EqSubset: IR, S, X, Y, BS:

SHR M s#BS - t#R - t#BS - u#R = u#BS
X € BSF Y e BSF EqRel(R, BS) F R(X, D) F
Se[XeBSlr=8e[YeBSr]

ZFsub proof of EqSubset:

LO1:  Arbitrary > R,S,X,V,BS ;
L02:  Side-condition > SHR ;
L03:  Side-condition > sH#BS ;
L04:  Side-condition > t#R ;
L05:  Side-condition > t#BS ;
L06:  Side-condition > u#R ;
L07:  Side-condition > u#BS ;
L08:  Premise > X € BS ;
L09: Premise > Yy eBS ;
L10: Premise > EqRel(R, BS) :
L11:  Premise > R(X,Y) ;

L12:  HelperEqSubset > L02 1>
LO03 > L04 > L05 > L06 >

LO7 > X € BS = Y € BS =
EqRel(R,BS) = R(X,Y) =
Se[XeBSgr=>
Se D} € BS]R ;
L13: MP4r> L12 1> LO8 > L09 >
L10>L11 > SeXeBSlr=
Se[yeBSr O

11.2.2 Lemmaet “EqNecessary”

Det er nu en let sag at vise den staerkere pastand, at [X € BS|g rent faktisk er
lig med [V € BS]R. Som sa ofte fgr ligger den interessante del af beviset i en
lemmastump, der her hedder “HelperEqNecessary”:

20Dette er lemma 4.4.a.1 i [5].
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[ZFsub lemma HelperEqNecessary: IR, X', V, BS:
SHR I s#BS = t#R - t#BS b u#R - u#BS
X e€BS =Y eBS=EqRel(R,BS) = R(X,Y) = [X € BS|r=[Y € BS|r]

Beviset kan beskrives som fglger:
1. Fra EqSubset ved vi, at antagelsen R(X,)) medforer, at [X € BS]r er en
delmaengde af [X € BS]. (Linie 13).
2. Da R er symmetrisk, geelder der ogsa R(), X). (Linie 14-15).

3. Vi kan derfor bruge EqSubset én gang til — vi far, at [V € BS|g er en
delmaengde af [X € BS]r. (Linie 16).

4. Ud fra punkt 1 og 3 folger [[X € BS]r=[Y € BS]r], QED. (Linie 17).

Her er selve beviset:

ZFsub proof of HelperEqNecessary:

LO1:  Block > Begin
L02:  Arbitrary > R,X,V,BS
L03:  Side-condition > SH#HR
L04:  Side-condition > sH#BS
L05:  Side-condition > t#HR
L06:  Side-condition > t#BS
L07:  Side-condition > u#R
L0O8:  Side-condition > u#BS
L09:  Premise > X € BS
L10: Premise > yeBS
L11l:  Premise > EqRel(R, BS)
L12:  Premise > R(X,Y)
L13: EqgSubset > L03 > L04 >
LO5 > L06 > LO7 >
LO8>L09>L10>L11>1L12 > s € [X € BS|gr =
s € [y S BS}R
L14: ERisSymmetric > L11 > SymRel(R, BS)
L15:  Symmetry > L03 > L04 >
LO5 >
LO6>L14>1L09>1L10>112 > RV, X)
L16:  EqSubset > L03 > L04 >
LO5 > 106 > LO7 >
L0o8>L10>L09>L11>L15 > se[YeBSgr =
s €[X e BSr
L17:  ToSetEquality > L13 > L16 > [X¥ € BS|r=[Y € BS]r
L18:  Block > nd
L19:  Arbitrary > , X, )V, BS
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L20:

Vi mangler nu blot at skifte fra implikationer til inferenser:

Ded > L18 >

s#R W s#BS b t#R
t#BS I u#R I u#BS I

X € BS = )Y

e BS =

EqRel(R,BS) = R(X,Y) =
]

[X € BS|r=

[ZFsub lemma EqNecessary: IIR, X', Y, BS:
SHR = s#BS - t#R = t#BS = u#R = u#BS t+

X € BSF Y € BSF EqRel(R, BS) - R(X,Y) =

ZFsub proof of EqNecessary:
LO1:
L02:
L03:
LO4:
L05:
LO06:
LO7:
L08:
L09:

L10:
L11:

L12:

11.2.3 Lemmaet “NoneEqNecessary”

Resultatet fra dette under-underafsnit kan formuleres som fglger: “Lad X og )
vaere to medlemmer af BS, som ikke opfylder R(X,)). Da er de to aekvivalens-

Arbitrary >
Side-condition >
Side-condition >
Side-condition >
Side-condition >
Side-condition >
Side-condition >
Premise >
Premise >
Premise >

HelperEqNecessary > L02 >
LO3 > L04 > L0O5 > LO6 >

LO7 >

MP3r>L11>L08>L09>1L10 >

R, X, V,BS
SHR

S#HBS

t#R

t#BS

uH#HR

u#BS

X e BS
yeBS
EqRel(R, BS)

[X S BS]R =

[V € BS]»

[V € BS|z]

X € BS = Y € BS =

EqRel(R,BS) = R(X,)Y) =
(X € BS]r=[Y € BS|r
R(X,Y) =

[¥ € BS]r=[Y € BS]»

klasser [X € BS]r og [V € BS]x indbyrdes disjunkte.”2l

Vi viser dette ved at vise den kontrapositive pastand: Hvis sekvivalensklas-
serne har et medlem tilfeelles, sa geelder R(X,)). Dette varetages af lemmaet

HelperNoneEqNecessary:

[ZFsub lemma HelperNoneEqNecessary: IR, S, X, Y, BS:
SHR I s#BS = t#R - t#BS b u#R - u#BS
X € BS = Y e BS = EqRel(R,BS) =

SelXeBSlrN[Y e BSgr = R(X,)V)]

Beviset for HelperEqNecessary kan beskrives som fglger:

21Dette er lemma 4.4.b.1 i [5].
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1. Antag at S tilhgrer bade [X € BS|r og [V € BS|r. Da gelder R(S, X)
(linie 17-19) og R(S,Y) (linie 20-22).

2. Da R er symmetrisk, folger R(X,S) af R(S, X). (Linie 24).

3. Da R ogsa er transitiv, medfgrer R(X,S) og R(S,Y) tilsammen R(X,)),
QED. (Linie 25).

Her er selve beviset:

ZFsub proof of HelperNoneEqNecessary:

LO1:  Block > Begin
L0O2:  Arbitrary > R,S,X,V,BS
L03:  Side-condition > SHR
L04:  Side-condition > s#BS
L05:  Side-condition > t#R
L06:  Side-condition > t#BS
L07:  Side-condition > u#R
L08:  Side-condition > u#BS
L09:  Premise > X e BS
L10:  Premise > yeBSs
L11: Premise > EqRel(R, BS)
L12:  Premise > Se X eBSlgrN[Y € BS|r
L13: ERisSymmetric > L11 > SymRel(R, BS)
L14: ERisTransitive > L11 > TransRel(R, BS)
L15:  Sep2Formula > L12 > SelXeBSrU[YeBS|r A
(S €[X eBS|r A
S ey eBS|r)
L16:  SecondConjunct > L15 > Se[XeBS|r A
Se D} € BS]R
L17:  FirstConjunct > L16 > S e [X e BS|z
L18:  Sep2Formula > L17 > S € BSAR(S,X)
L19:  SecondConjunct > L18 > R(S,X)
L20:  SecondConjunct > L16 > SeYeBSr
L21:  Sep2Formula > L20 > S e€BSARS,Y)
L22:  SecondConjunct > L21 > R(S,Y)
L23:  FirstConjunct > L18 > SeBS
L24: Symmetry > L03 > L04 >
LO5 1>
L06>L13>1L23>1L09>L19 > R(X,S)
L25:  Transitivity > L03 > L04 >
L0O5 > L0O6 > LO7 1>
LO8>L141>L09 > L23>L10>
L24 > 122 > R(X,))
L26:  Block > End
L27:  Arbitrary > R,S, X, )V, BS



L28:  Ded > L26 > SHR H s#BS t+ t#R I
t#BS = u#R I u#BS
X € BS = Y € BS =
EqRel(R, BS) =
SelXeBSrN[Y € BSgr =
R(X,Y) 0

Vi bruger nu modus tollens til at vise en kontrapositiv version af
HelperNoneEqNecessary. Dette sker i beviset for en lemmastump ved navn
Helper(2)NoneEqNecessary:

[ZFsub lemma Helper(2)NoneEqNecessary: IR, X', Y, BS:
SHR M s#BS I t#R = t#BS = u#R - u#BS i

X € BS = Y € BS = EqRel(R, BS) =

AR(X,Y) = [X € BS|rN[Y € BS|r=0]

ZFsub proof of Helper(2)NoneEqNecessary:

LO1:  Block > Begin ;
L02:  Arbitrary > R,X,V,BS ;
L03:  Side-condition > SH#R ;
L04:  Side-condition > s#BS ;
L05:  Side-condition > t#R ;
L06:  Side-condition > t#BS ;
L07:  Side-condition > u#R ;
L08:  Side-condition > uFHBS ;
L09:  Premise > X € BS ;
L10: Premise > yebBS ;
L11: Premise > EqRel(R, BS) :
L12:  Premise > SR(X,Y) ;

L13:  HelperNoneEqNecessary >
LO3 > L04 > LO5 > L06 1>
LO7 > LO8 > X € BS = Y € BS =
EqRel(R, BS) =
s € [X € BSlgr N[y €
BS]R = R(X, y) )
L14: MP3r>L13>L09>L10>L11 > s € [X € BSlr N[Y €
BS|r = R(X,)) ;
L15: MTprL14>L12 > s¢ X eBSlrN[YeBSr ;

L16:  Unique® > L15 > (XY € BSIlrN[Y € BS|r=0 ;
L17:  Block > End ;
L18:  Arbitrary > R, X,¥,BS )
L19: Dedr>L17> s#ER b= s#BS = (#R

t#BS - u#R - u#BS I

X € BS = Y € BS =
EqRel(R, BS) =

SR(AX,Y) =

[XY € BS|[rN]Y € BS|r=0 O
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I beviset for hovedlemmaet NoneEqNecessary foretager vi den sadvanlige kon-
vertering fra [x = y] til [x F y]:

[ZFsub lemma NoneEqNecessary: [IR, X, Y, BS:
SHR I s#BS = t#R - t#BS b u#R - u#BS
X € BSEY e BS+ EqRel(R,BS) -

AR(X,Y) = [X € BS]rN[Y € BS|r=0]

ZFsub proof of NoneEqNecessary:

LO1:  Arbitrary > R, X, Y, BS ;
L02:  Side-condition > SHR ;
L03:  Side-condition > s#BS ;
L04:  Side-condition > t#R ;
L05:  Side-condition > t#BS ;
L06:  Side-condition > u#R ;
L07:  Side-condition > u#BS ;
L08:  Premise > X € BS ;
L09: Premise > Y e BS ;
L10: Premise > EqRel(R, BS) :

L11:  Helper(2)NoneEqNecessary >
L02 > L03 > L04 > LO5 >
LO06 > LO7 > X € BS = )Y € BS =
EqRel(R,BS) = “R(X,Y) =
[X¥ € BS]lrN[Y € BS|r=0
L12: MP3r>L11>L08>L09>L10 > ~R(X,Y) =
[X € BS|[rN[Y € BS|r=0 o

11.2.4 To ==kvivalensklasser er disjunkte
Vi kan nu bevise, at to forskellige sekvivalensklasser er disjunkte:

[ZFsub lemma EqClassesAreDisjoint: TR, X', Y, BS:
SHR I s#BS = t#R - t#BS b u#R - u#BS

X € BSEY e BS+ EqRel(R,BS) -

[X S BS]R #* DJ S BS}R H [X S BS]R N [y S BS]RZQ]

Beviset for EqClassesAreDisjoint forlgber som folger:

1. Vi antager, at [X¥ € BS]g og [V € BS|r ikke er lig med hinanden.
Fra EqNecessary ved vi, at hvis der gjaldt R(X,)), sa ville [X¥ € BS|r
og [V € BS|g veere lig med hinanden. Derfor ma der geelde ~R(X,)).
(Linie 12-13).

2. Fra NoneEgNecessary ved vi, at =+ R(X,)) medfgrer, at de to sekvivalens-
klasser er disjunkte; QED. (Linie 14-15).

Her er beviset:
ZFsub proof of EqClassesAreDisjoint:
LO1:  Arbitrary > R, X, Y, BS ;
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L02:  Side-condition > SHR ;

L03:  Side-condition > SH#HBS ;
L04:  Side-condition > t#R ;
L05:  Side-condition > t#BS ;
L06:  Side-condition > u#R ;
L07:  Side-condition > u#BS ;
L08:  Premise > X e BS ;
L09: Premise > yeBS ;
L10: Premise > EqRel(R, BS) :
L11:  Premise > [X € BS|r # [V € BS]» ;

L12:  EqgNecessary > L02 > L03 >
L04 > LO5 > LO6 >

LO7 > LO8 > L0O9 > L10 > R(X,Y) =
[X S BS}R: D) S BS]R )
L13: MTpL12p>L11 > SR(AX,Y) ;
L14: NoneEqNecessary > L02 >
LO3 > L04 > L0O5 > L06 >
LO7 > LO8 > L09 > L10 > SR(AX,Y) =
[X € BS]lrN[Y € BS|r=0 ;
L15: MPr>Ll4>L13 > [XY € BS|]rN[Y € BS|r=0 O

11.2.5 Alle &ekvivalensklasser er disjunkte

Ud fra EqClassesAreDisjoint kan vi nu vise, at alle medlemmer af et skviva-
lenssystem er parvis disjunkte. Da beviset athsenger af Samelntersection, som
igen afheenger af SameBinaryUnion, bruger vi objektvariable (jvf. afsnit [[0.4):

[ZFsub lemma AllDisjoint: EqRel(r, OBS) +
t€O0BS/r-yeOBS/r-z#£yFzny=0|

Beviset forlgber som folger:
1. Lad z og y veere to forskellige medlemmer af et sekvivalenssystem OBS/r
(linie 2—4).

2. Meengden z ma veere en xkvivalensklasse; vi kan altsa skrive
z=[Ex; € OBS], for et Exy, som tilhgrer OBS. (Linie 5-9).

3. Det samme gaelder for y; her skriver vi y=[Exs € OBS],.. (Linie 10-14).

4. Da = og y er forskellige, ma [Ex; € OBS], og [Exs € OBS], ogsa veere
forskellige. (Linie 15).

5. Heraf folger, at feellesmeengden mellem [Ex; € OBS], og [Exe € OBS], er
tom. (Linie 16).

6. Af lighedslemmaet Samelntersection far vi
zNy=[Ex; € OBS], N[Ex; € OBS],.. (Linie 17).

7. Da [Ex; € OBS], N [Ex; € OBS], er tom (punkt 5), ma z N y derfor ogsa
vaere tom, QED. (Linie 18).
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Her er beviset:

ZFsub proof of AllDisjoint:

LO1:
L02:
L03:
L04:
L05:

L06:
LO7:
LO8:
L09:
L10:

L11:
L12:
L13:
L14:
L15:

L16:

L17:

L18:

Bemeerk at vi i dette bevis introducerer bade Ex; og Exs ud fra definitionen
af [OBS/r], selvom denne definition bruger eksistensvariablen Exgg. Vi nyder
her gavn af, at separationsaksiomet tillader introduktion af ubrugte eksistens-

Premise >
Premise >
Premise >
Premise >
Sep2Formula > L02 >

SecondConjunct > L05 >
FirstConjunct > L06 >
SecondConjunct > L06 >
=Symmetry > L0O8 >
Sep2Formula > L03 >

SecondConjunct > L10 >
FirstConjunct > L11 >
SecondConjunct > L11 >
=Symmetry > L13 >
TransferNotEq > L04 > L09 >
L14 >

EqClassesAreDisjoint > LO7 >
L12>L01 > L15 >

Samelntersectiont>L09>114 >

=Transitivity > L17 > L16 >

variable (som nsevnt i afsnit FL2T]).

EqRel(r, OBS)

z € OBS/r

y € OBS/r

TFY

z € P(OBS) A (Ex; € OBS A
[Ex; € OBS],=1)

Ex; € OBS A [Ex; € OBS|,. =z
Ex; € OBS

[EXl S OBS]T:.Z'

z=[Ex; € OBS],

y € P(OBS) A (Exy € OBS A
[Exo € OBS|,.=1y)

Exs € OBS A [Exy € OBS], =y
Ex, € OBS

[Exs € OBS|, =y

y:[EXQ € OBS]T

[Ex; € OBS], # [Exs € OBS],

[Ex; € OBS], N [Ex, € OBS], =
0

rTNy=
[Ex; € OBS], N [Ex; € OBS),
zNy=0

11.2.6 Implikation i stedet for inferens

Det sidste skridt i dette afsnit er at skifte inferenserne fra AllDisjoint ud med
implikationer. (Dette er pakraevet for, at resultatet fra AllDisjoint kan bruges i
beviset for hovedresultatet). Vi plejer jo at bruge deduktionsreglen til dén slags

konverteringer; men der et problem. Vi kan ikke konkludere

[EqRel(r,OBS) = z € OBS/r =

y€OBS/r=z#4y=zNy=0)

ud fra Ded; vi kan kun konkludere

[Vr, OBS: EqRel(r, OBS) = Vr,z,0BS: z € OBS/r =
Vr,y,OBS:y € OBS/r =V, y:z £y =z Ny=0].

66

3

3

O



Deduktionsreglen tillader altsa ikke frie objektvariable i antecedenterne. Dette
er ogsa et rimeligt krav; ellers ville vi f.eks. kunne slutte den falske implikation
[s=0 = Vs:s=0)] ud fra lemmaet [s=0 F Vs: s=0)]. Problemet er, at beviset
for hovedresultatet kraever, at implikationen er renset for objektkvantorer. Sa
vi er altsa havnet i en blindgyde.

Vi lgser problemet ved at indfgre fglgende “snyde-aksiom”:

[ZFsub rule CheatAllDisjoint: IR, X, Y, BS: EqRel(R, BS) +
XEBS/REFYEBS/REFXAYEXNY=0]

I CheatAllDisjoint formulerer vi AllDisjoint ved hjeelp af metavariable. Vi kan
opfatte CheatAllDisjoint som dét resultat, vi var naet frem til, hvis vi havde
keempet videre med de mange sidebetingelser (bortset fra at der ikke er nogen
sidebetingelser i formuleringen af CheatAllDisjoint). Ud fra denne formulering
af AllDisjoint er det nemt at aflede en implikation:

[ZFsub lemma AllDisjointImply: IIR, X, Y, BS:
SHR I s#BS b t#R I t#BS = u#R = u#BS t+ EqRel(R, BS) =
XEBS/R=YEBS/R=>X4AY=>XNY=0]

ZFsub proof of AllDisjointImply:

LO1:  Block > Begin ;
L0O2:  Arbitrary > R, X, YV, BS ;
L03:  Premise > EqRel(R, BS) ;
L04:  Premise > X e BS/R ;
L05:  Premise > YeBS/R :
L06: Premise > X£Y ;
LO7:  CheatAllDisjoint > L03 >

L04 > L05 > L06 > xXny=09 ;
LO8:  Block > End ;
L09:  Arbitrary > R, X, Y, BS ;
L10:  Ded > L08 > SHR I s#BS H t#R

t#BS t u#R = u#BS I
EqRel(R,BS) = X € BS/R =
VeEBS/R=X+£Y=>
xXny=0 O

Vores brug af metavariable betyder, at sidebetingelserne straks vender tilbage
— dog i et taleligt omfang. Det er lemmaet AllDisjointImply, som vi kommer
til at bruge i beviset for EqSysIsPartition.

11.3 Akvivalensklassernes foreningsmangde

I dette underafsnit viser vi fgrst, at BS er en delmaengde af sekvivalensklassernes
foreningsmeaengde U(BS/R) (under-underafsnit [T.31]), og vice versa (under-
underafsnit [T.3.2]). Herudfra kan vi let vise, at de to meengder er lig hinanden
(under-underafsnit [T.33]).
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11.3.1 Den ene halvdel

Lemmaet EqClassIsSubset udsiger, at en akvivalensklasse [X € BS|x defineret
pa en meengde BS er en delmaengde af BS:

[ZFsub lemma EqClassIsSubset: [IR, S, X, BS: S € [X € BS|g = S € BS]
Lemmaet folger direkte af definitionen af [[X € BS|z] fra afsnit

ZFsub proof of EqClasslsSubset:

LO1:  Block > Begin ;
L02:  Arbitrary > R,S,X,BS ;
L03:  Premise > Se[X eBSr ;
L04:  Sep2Formula > L03 > SeBSAR(S, X) ;
L0O5:  FirstConjunct > L04 > SeBS ;
L06:  Block > End ;
LO7:  Arbitrary > R,S,X,BS ;
L08:  Ded > L06 > SelXeBSlr=8eBS a

Kommet sa vidt kan vi bevise, at BS er en delmaengde af U(BS/R):

[ZFsub lemma BSsubset: IR, S, BS:
SHR = s#BS b t#R - t#BS = u#R t+ u#BS - EqRel(R, BS) =
SeBS=S8cUBS/R)

Beviset for BSsubset falder i tre dele:
1. Lad S veere et vilkarligt medlem af BS. Ud fra AutoMember har vi, at S
tilhgrer sin egen sekvivalensklasse [S € BS]z (linie 6-7).

2. Videre har vi, at denne akvivalensklasse tilhgrer sckvivalenssystemet
BS/R (linie 8-13).
3. Ud fra punkt 1 og 2 og definitionen af “foreningsmaengde” far vi, at S

tilhgrer sekvivalenssystemets foreningsmeengde U(BS/R), QED
(linie 14-16).

Her er selve beviset:

ZFsub proof of BSsubset:
LO01:  Block > Begin ;

L0O2:  Arbitrary > R,S,BS
L03:  Side-condition > SH#HR
L04:  Side-condition > sH#BS
L05:  Premise > EqRel(R, BS)
L0O6:  Premise > SeBS
LO7:  AutoMember > L03 >
L04 > L05 > L06 > Se[SeBSr
L08:  EqClassIsSubset > s€[SeBSlr=s5€eBS
L09:  SubsetInPower > L0O8 > [S € BS|r € P(BS)
L10:  =Reflexivity > [S € BS|r=IS € BS|r
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L11:  JoinConjuncts t> L06 > L10 > SeBSA
[S € BS]r =[S € BS|r ;

L12: ExistIntro@Ex; @S> L11 > Ex; € BS A
[Ex1 S BS]RZ [S € BS]R ;

L13:  Formula2Sep > L09 > L12 > [S € BS|g € BS/R ;
L14: ExistIntro @ Ex g @

[S € BS]g > LO7 > S € Exqg :
L15:  ExistIntro @ Exip @

[S € BS]g > L13 > Exqp € BS/R :
L16: Formula2Union>L14 > L15 > S € U(BS/R) ;
L17:  Block > End ;
L18:  Arbitrary > R,S,BS ;
L19: Dedr>L17 > sSHR Wt s#BS K t#R I

t#BS t u#R b u#BS
EqRel(R,BS) = S € BS =
S € U(BS/R) O

I beviset bruger vi for fgrste gang slutningsreglen ExistIntro. Vi anvender her
konstruktionen [x @y] til at forteelle bevischeckeren, hvordan metavariablene X
og 7 i ExistIntro skal instantieres. Dette kan bevischeckeren ikke selv finde frem
til, da bade “X” og “7” kun optraeder i reglens sidebetingelse. Det er med andre
ord det samme problem som ved separationsaksiomet i afsnit L2.1] som vi her
har lgst pa en anden made.

11.3.2 Den anden halvdel
Vi viser nu det modsatte resultat af BSsubset: BS er en delmzengde af U(BS/R):

[ZFsub lemma Union(BS/R)subset: [TR, S, BS:
sH#HBS = s#R - t#R I t#BS = u#R - u#BS + EqRel(R, BS) =
S eUBS/R) = S € BS]

Beviset for Union(BS/R)subset kan opdeles i fire dele:

1. Lad S veere et medlem af U(BS/R). [S] ma tilhgre en sekvivalensklasse,
som vi kalder for Ex;q (linie 5-7).

2. [Exyo] tilhgrer skvivalenssystemet BS/R, som igen er en delmengde af
potensmaengden P(BS). Derfor ma Ex;jg tilhgre P(BS) (linie 8-10).

3. Dette medfgrer igen, at Exjg er en delmeengde af BS (linie 11).
4. Ud fra punkt 1 og 3 far vi, at S tilhgrer BS, QED (linie 12-14).

Her er selve beviset:

ZFsub proof of Union(BS/R)subset:

LO1:  Block > Begin ;
L0O2:  Arbitrary > R,S,BS ;
L03:  Side-condition > s#BS ;
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L04:
LO5:
LO06:
LO7:
LO8:
L09:

L10:
L11:

L12:
L13:

L14:
L15:
L16:
Li7:

Premise >

Premise >
Union2Formula > L05 >
FirstConjunct > L06 >
SecondConjunct > L0O6 >
Sep2Formula > L08 >

FirstConjunct > L09 >
(Switch)PowerIsSub >

LO3 > L10 >

Gen > L11 >
(Switch)HelperPowerIsSub >

L03 >

MP2 > L1301 L12 > LO7 >
Block >

Arbitrary >

Ded > L15 >

EqRel(R, BS) ;
S € U(BS/R) :
SEEXlo/\ExloelgS/R )
S € Exqg ;
Exq9 € BS/R ;
Exg € P(BS) A

(EXl € BS A

[Ex; € BS]r =Ex19) :
Exig € P(BS) ;

Exio € BS ;
Vs: (s € Exip = s € BS) ;

Vs:(s € Exjp = s € BS) =

SeEx;g=>8SeBS ;
SeBS :

End
R,S,BS ;
s#BS t s#R K t#R I
t#BS = u#R H u#BS
EqRel(R, BS) =

SeUBS/R)=SeBS a

11.3.3 De to halvdele sattes sammen

Nu hvor vi har vist, at BS og U(BS/R) er hinandens delmaengder, er det let
vise, at de er lig med hinanden:

[ZFsub lemma Unionldentity: IIR, BS:
SHR I s#BS b t#R I t#BS I u#R = u#BS I+ EqRel(R, BS) -
U (BS/R)=BS]

ZFsub proof of Unionldentity:

LO1:
L02:
L03:
LO04:
LO5:
LO06:
LO7:

LO8:
L09:

L10:

Arbitrary >

Side-condition >
Side-condition >
Side-condition >
Side-condition >
Side-condition >
Side-condition >

Premise >

BSsubset > L02 > L03 >
L04 > LO5 > L06 > LO7 >

MP > L09 > LO8 >
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R,BS ;
SH#HR ;
s#BS ;
t#R ;
t#BS ;
u#HFR ;
u#BS ;
EqRel(R, BS) ;

EqRel(R, BS) =
s€BS=seUBS/R) ;
s€BS=seUBS/R) ;

at



L11:

L12:
L13:

Union(BS/R)subset > LO03 1>
L02 > LO4 > LO5 > L0O6 >
LO7 >

MP > L11 > LO8 >
ToSetEquality > L12 > L10 >

11.4 Det sidste bevis

EqRel(R, BS) =
s€UBS/R) = s € BS
s€UBS/R)=seBS
U(BS/R)=BS

Rapportens sidste bevis vedrgrer naturligvis hovedresultatet:

[ZFsub lemma EqSysIsPartition: EqRel(r, OBS) I~ Partition(OBS/r, OBS)]

I beviset sammenseetter vi resultaterne fra underafsnit [[T.1] (linie 2-4), under-
afsnit [T2 (linie 5-8) og underafsnit [T.3] (linie 9):

ZFsub proof of EqSysIsPartition:

LO1:
L02:
LO03:
L04:
LO5:
LO06:
LO7:
LO8:

L09:
L10:

L11:

L12:

Premise >
EqSysNot@ > L01 >
Ded > L02 >

Gen > L03 >
AllDisjointImply >
MP > L05 > L0O1 >
Gen > L06 >

Gen > LO7 >

Unionldentity > L01 >
JoinConjuncts > L04 > L08 >

JoinConjuncts > L10 > L09 >

Repetition > L11 >

EqRel(r, OBS)
x€O0BS/r=2#£0
s€OBS/r=s#0

Vs: (s € OBS/r = s # Q)
EqRel(r,OBS) =

s € OBS/r = t € OBS/r =
sE*Et=sNt=0

s € OBS/r = ¢t € OBS/r =
sEt=sNt=0

Vt: (s € OBS/r =
t€OBS/r=s#t=sNt=0)
Vs, t:(s € OBS/r =
t€OBS/r = s+#t= sNt=0)
U(OBS/r)=0BS

(Vs:(s € OBS/r = s # 0)) A
Vs, t: (s € OBS/r =

t € OBS/r =
s#Et=sNt=0)

(Vs:(s € OBS/r = s # 0)) A
(Vs,t: (s € OBS/r =
t € OBS/r =

s #t = snNt =
U(OBS/r)=0BS
Partition(OBS/r, OBS)

?)) A

3

)

O

Laeg meerke til, at vi i linie 2 instantierer meta-variablen S i EqSysNot® til
objektvariablen z, selvom det egentlig er s, vi gerne ville have fat i. Dette skyl-
des, at EqSysNot® indeholder sidebetingelsen [s#S] (jvi. afsnit [T.1]). Vi lgser
problemet i linie 3, hvor deduktionsreglen skifter z ud med s. Deduktionsreglen
tillader kun sadanne variabelskift, nar der ikke er nogen metavariable i naerhe-
den; det er derfor, at vi ikke tidligere har brugt reglen pa denne made.



12 Konklusion

Vi har ikke haft 100% succes med at bevise hovedresultatet; der matte et “snyde-
aksiom” til hjzelp. Problemet er, at systemet kraever et stort antal sidebetingelser
for at sikre, at objekt- og metavariable undgar hinanden. Et spgrgsmal er, om vi
kunne have undgaet dette problem ved at handtere aksiomerne og definitionerne
fra afsnit [ og Bl anderledes. Her er en kort diskussion af et par alternative
strategier:

Det er naeppe holdbart kun at arbejde med objektvariable. Deduktionsreglen
kan gennemfgre variabelskift som f.eks. “y i stedet for z”, men ikke instantie-
ringer som f.eks. “{y, 2z} i stedet for z”. (Jvf. formuleringen af Samelntersection
i afsnit [[0.6] hvor vi matte instantiere objektvariablene “pa forhand”). Vi sa
ogsa i afsnit [1.2.6] at det er sveert at skifte fra inferens til implikation med
objektvariable; deduktionsreglen kan ikke anvendes.

Det andet ekstrem er kun at arbejde med metavariable og -kvantorer. Man
kunne da f.eks. formulere den ene halvdel af Extensionality som

X, Y:(IS:SeX & Se))Fx=))

Logiwebs bevischecker er imidlertid ikke gearet til denne lgsning, og det virker
heller ikke som om, at vi pa denne made lgser det egentlige problem: F.eks.
giver det noget sludder, hvis vi instantierer “S” til “X” i det ovenstaende. Den
samme kritik kan rettes mod forslaget “lad objektkvantorerne binde metavari-
able i stedet for objektvariable”.

Den bedste lgsning ma derfor veere at lade bevischeckeren fa ansvaret for
at administrere sidebetingelserne, saledes at brugeren kun lsegger meerke til
dem, hvis han overtreeder dem. Jeg har imidlertid ikke noget overblik over, hvor
kreevende det er at implementere denne lgsning.

Min anden hovedkonklusion er, at deduktionsreglen skal suppleres med A4
fra [6], hvis eksistenskvantorer skal handteres tilfredsstillende. Min lgsning med
eksistens-variable har fungeret i denne rapport, men det er ikke nogen sikker
metode. Der er f.eks. intet, som forhindrer brugeren i at introducere allerede
brugte eksistens-variable og dermed opna systemets godkendelse af et ukorrekt
bevis. Det er et abent spgrgsmal, hvor brugervenlig kombinationen “Ded og A4”
er; den interesserede laeser skal vaere velkommen til at ggre sine egne erfaringer.
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A Oversigt over variabelnavne

e De fire vigtigste objektvariable er: [s], [t], [u] og [OBS].
o Eksistens-variablen [Exjo] bruges i aksiomet [UnionDef] fra afsnit
e Ekistens-variablen [Exag] bruges i definitionen af [bs/r] fra afsnit (01

e Eksistens-variablene [Ex;] og [Exz] bruges i beviser, nar [Exj] eller [Exag]
ikke er pakraevede.

e Pladsholder-variablen [ph;] bruges i definitionen af [[x € bs],| fra afsnit
0.9

e Pladsholder-variablen [phs] bruges i definitionen af [bs/r] fra afsnit
e Pladsholder-variablen [phs] bruges i definitionen af [x Ny] fra afsnit

o Metavariablene [A], [B] - - - [F] varierer over formler.
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e Metavariabelene [R], [S] - - - [Z] samt [BS] varierer over termer. ([R] star
altid for en relation).

e Metavariablen [P] varierer over pladsholder-variable.

e Endelig kan de “ra” variable [a], [b] - - - [z] samt [bs] variere over hvad som
helst; disse variable er ikke tilknyttet nogen semantik.

B Det samlede aksiomsystem

[ZFsub rule MP:IIA, B: A= B+ At B

[ZFsub rule Gen: 11X, A: A+ VX: A]

[ZFsub rule Repetition: ITA: A - A|

[ZFsub rule Neg:IIA,B: < B = AF B = - AF B

[ZFsub rule Ded:IIA, B: Dedu(A, B) = A+ B]

[ZFsub rule ExistIntro: TIX, T, A, B: (A=B|X:=T )px = A+ B
[ZFsub rule Extensionality: IIX, Y: X =Y & Vs: (s € X & s € )]
[ZFsub rule Qdef:I1IS: - S € Q]

[ZFsub rule PairDef: IS, X, V:S € {X, YV} & S=X VvV §=)/
[ZFsub rule UnionDef: IS, X: S € UX < (S € Exjg A Exjg € X)]
[ZFsub rule PowerDef: 1IS, X: S € P(X) & Vs: (s € S = s € X))

[ZFsub rule SeparationDef: ILA, B, P, X, Z: PP A (B=A|P:=Z)py, I+
Ze{pheX | A} & Ze X AB]

[ZFsub rule CheatAllDisjoint: [IR, X', Y, BS: EqRel(R, BS) -
XEBS/REFYEBS/REXAYEFXNY=0]
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C Deduktionsreglen

Dette bilag preesenterer dén version af deduktionsreglen fra [4], som jeg har
brugt af. Underafsnit forklarer, hvorfor jeg har sendret pa den oprindelige
regel, og underafsnit indeholder selve den sendrede kode (som er skrevet i
L).

C.1 Motivering

I beviset for HelperMemberNot{ i afsnit konkluderer vi

[S#HXHFSeX = X¥=0 =85 € ud fra preemissen

[sHX S e X X =0 F S € O] ved hjelp af deduktionsreglen; det er et
klassisk skift fra inferens til implikation. Denne slutning kan imidlertid ikke gen-
nemfgres med deduktionsreglen fra [4], fordi denne regel fjerner alle sidebetin-
gelser fra konklusionen, fgr preemis og konklusion sammenlignes. Da praemissen
stadigveek begynder med sidebetingelsen [s#X], matcher preemis og konklusion
ikke hinanden, og slutningen fra praemis til konklusion forkastes. Deduktions-
reglen fra dette bilag tillader derimod, at preemis og konklusion begynder med
et antal identiske sidebetingelser. Dermed kan vi uden problemer gennemfgre
slutninger som den ovenstaende, hvor praemissen indeholder sidebetingelser.

C.2 Kode
Funktionen [Dedu(p, c)] er en kopi af [Ded(p,c)| fra [4]:
[Dedu(p, ) = Ax.Dedug([p], [c])]

Jeg har @endret funktionen [Dedy(p, c)], sa den kalder [Dedugs(Dedur(p),c, T)] i
stedet for [Ded; (Ded7(p),c, T)]:

[Dedug(p, ¢) = c!Dedug(p, T) A Dedug(Dedur(p),c, T)]

Funktionen [Dedus(p,c,s)] giver straks kontrollen videre til [Ded;(p,c,s)] —
medmindre p og ¢ begynder med et antal identiske sidebetingelser. I sa fald
flyttes disse sidebetingelser fra p og c over til listen s, for kontrollen gar videre
til [Ded; (p, ¢, s)]:

[Dedug(p, c,s) = if p= [x - y] then
c =[xt y] Apt £ c! ADedug(p?,c2,c! ::s) else
Deduy (p, ¢, )]

Fra og med [Ded; (p,c,s)] er koden kopieret fra appendikset til [4]:
[Dedu; (p, c,s) = if ¢ = [x i y] then Dedu; (p,c?,c' ::s) else Dedus(p, c,s)]

[Dedusz(p, c,s) = s!
T T Dedus(p!,ct,s, T) A Dedus(p?, c?,s)
p=IxFy[Ac=lx=y] { Deduy(p, ¢, s, Dedug(p,c, T, T)) ]

(6]



[Dedus(p, ¢, s, b) = if =c = [Vx:y] then Deduy(p,c,s,b) else

if p= [¥x:y] Ap L ¢! then Deduy(p, c,s, b) else
Deduz(p,c?,s, (¢t :: cl) :: b)]

[Deduy(p,c,s,b) = s!b!

if p = [2] then lookup(p,b, T) L celse

if —p = c then F else

if p = [Vx:y] then p! & ¢! A Deduy(p?,c2,s, (p* :: p!) :: b) else
if -p = [X'] then Dedu}(p!,c',s, b) else

p! £ ¢! A Dedus(p, s, b)]

[Deduj(p,c,s,b) = c!s!blif p then T else Deduy(p", c*, s, b) A Deduj(p*, ct,s, b)]

[Dedus(p,s,b) = plslif b then T else

(1™, ([T+17" b, ([1x]1", p)) €¢ s A Dedus (p,s, b")]

[Dedug(p, c, e, b) = plc!ble!

if p =[] thenpete{ l()p::c) b else

if =p = c then T else

if p = [A] then b else

if p = [Vx:y] then Dedug(p?,c2,c! ::e,b) else

Deduj(p*, c*, e, b)]

[Deduf(p, c, e, b) = plclblelif p then b else Deduf(p®, ct, e, Dedug(p™, c?, e, b))]

[Dedur(p) = p = [x:y] { ]p)edU7(p2) ]

[Ix:y] then Dedug(p?, p! :: b) else
Al then p €; b else Dedug( ' b))

p,b) = blif p then T else Dedug(p®,b) A Deduj(p®,b)]

D Pyk definitioner

([(--) P “edots”]
Objekt-var A “object-var”]

k
Ex-var 2 “ex-var”|
Ph-var % “ph-var”]
Vardi 2 “vaerdi” ]

pyk

Variabel = “variabel”]

Op(x )% “op " end op”]

[
[
[
[
[
[
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Op (s, ) el “op2 " comma " end op2”]

R “define-equal " comma " end equal”]
ContamsEmpty( ) P Scontains- -empty " end empty”]
Dedu(x, %) 2 VX «1deduction " conclude " end 1deduction”]

[
[
[
[
[Dedug (, %) = fdy “ldeduction zero " conclude " end ldeduction”]
[
[
[
[

Dedug/(*, *, *) ¥ “Ideduction side " conclude " condition " end 1deduction”]
Deduy (x, *, *) P «1deduction one " conclude " condition " end ldeduction” ]
Dedus (x, *, *) P «1deduction two " conclude " condition " end ldeduction” ]
Dedug (*, *, *, ¥) — PV «1deduction three " conclude " condition " bound " end
ldeductlon”]

[Deduy (, *, *, *) Y 1 deduction four " conclude " condition " bound " end
1deduction”]

[Deduj (x, *, *, *) PYE 1 deduction four star " conclude " condition " bound "
end ldeduction”|

[Dedus (*, *, *) iy “ldeduction five " condition " bound " end 1deduction”]

[Dedug (*, *, * *) ¥ “Ideduction six " conclude " exception " bound " end
1deduct10n” ]
[Deduf (x, *, * *) ¥ “1deduction six star " conclude " exception " bound "

end 1deduct10n ]

Deduz () PYE 1 deduction seven " end 1deduction”]

Dedug (x, *) p—ylf “ldeduction eight " bound " end ldeduction”]
Dedug(* *) VX «1deduction eight star " bound " end 1deduction”]

[

[

[

[

[

[Exio ady “ex107]

[Exa el “ex20”]

[*Ex PYE “existential var " end var”]

[Ex PV« jg existential var” |

[(x=* | * :=%)px VX “oxist-sub " is " where " is " end sub”]
[(+=0 % | % :=#) g Y wexist-sub0 " is " where " is " end sub”|
[(+=1 % | % :=%) gy pyX “exist-subl " is " where " is " end sub”|
[(
[
[
[
[

pyk . . .
¥=" % | % 1=%)py o “exist-subk " is " where " is " end sub”]

ph; = iy “placeholder-varl”)
phy = edy placeholder var2”|
phy 25 placeholder var3”]
*pp — By “placeholder-var " end var”|

(i



Ph py “n

* is placeholder var”]

(%= % | % :=%)py, > Pys “ph-sub " is " where " is " end sub”]
<>|<— * | % 1=x%)pp, Ry “ph-sub0 " is " where " is " end sub”]
(x=1 % | % :=x)py i “ph-subl " is " where " is " end sub”]
(k=" % | % :=+)py, By “ph-subs " is " where " is " end sub”]
bs 2 Var big set”]
0BS ¥ “object big set”]
BS ™ “meta big set”]
@ 2 “ermelo empty set”]
ZFsub RE “system zf”]
“1rule mp”]
Gen “1ru1e gen” |
Repetltlon 2 rule repetition”]
Neg VX “Irule ad absurdum” ]
Ded 2 “1rule deduction”]
ExistIntro 25 “Irule exist intro”]

pyk |
Extenswnahty 2 “axiom extensionality” ]

PairDef 2 « ax10m pair definition”]

UnionDef 2 “axiom union definition” ]

PowerDef 2 « ax1om power definition”]

SeparationDef > VI Caxiom separation definition”]
CheatAllDisjoint = By “cheating axiom all disjoint”]
AddDoubleNeg > Py prop lemma add double neg”]
RemoveDoubleNeg 243 “prop lemma remove double neg”]
AndCommutatlmty iy “prop lemma and commutativity”]
Autohnply Py prop lemma auto imply”]
Contrap051t1ve —> “prop lemma contrapositive’ ]
FlrstConJunct iy prop lemma first conjunct”]
SecondConjunct 2 “prop lemma second conjunct’ ’]
FromContradiction 2 ¢ ‘prop lemma from contradiction”)
FromDisjuncts Pyl prop lemma from disjuncts”]
IffCommutativity Py “prop lemma iff commutativity”]
IffFirst 25 prop lemma, iff first”]

IffSecond > 2y “prop lemma iff second”]

[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[MP
[
[
[
[
[
[
[Ddef ® VY “axiom empty set”]
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
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ImplyTran81t1v1ty 243 “prop lemma imply transitivity”]
JoinConjuncts > 2 “prop lemma join conjuncts”]

MP2 2 ¢ “prop lemma mp2”]

MP pyk — “prop lemma mp3”

]
MP pyk = “prop lemma mp4”]
pyk ]

Z

— “prop lemma mp5”

“prop 1emma mt”]

NegatlveMT iy “prop lemma negative mt”]
Techmcahty iy “prop lemma technicality”]
Weakening ° Py “prop lemma weakening”]
WeakenOr1 25 “prop lemma weaken or first”|
WeakenOr2 ® 2y prop lemma weaken or second”|
Formula2Pair > 24y “lemma formula2pair”]
Pair2Formula ®5 “lemma pair2formula’|
Formula2Union pL “lemma formula2union”]

UmonZFormula 2 “lemma union2formula”]

Formula2Sep 2 ¥ “lemma formula2separation”]

SubsetInPower 22 “lemma subset in power set”]
HelperPowerIsSub VY “lemma power set is subset0”]
PowerIsSub 2% “lemma power set is subset”|
(Switch)HelperPowerIsSub 2 VY “lemma power set is subsetO-switch”]
(

ToSetEquality > i “lemma set equality suff condition”]

SW1tch)P0werISSub X “Yemma power set is subset-switch”]

[

[

[

[

[

[MP

[MT

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[Sep2Formula 20 “lemma separation2formula”]

[

[

[

[

[

[

[HelperToSetEquahty( )= ¥ “emma set equality suff condition(t)0”]
[ToSetEquality(t) = “lemma set equality suff condition(t)”]
[HelperFromSetEquahty VY “emma set equality skip quantifier”]
[F‘romSetEquality ¥ “emma set equality nec condition”]
[HelperReﬁemwty VY “lemma reflexivity(”]
[Reflexivity ° 24y “lemma reflexivity”]
[HelperSymmetry VY “omma symmetry0”]
[Symmetry 2 “lemma symmetry” ]
[HelperTranmtlwty VY “lemma transitivity0”]
[Transitivity = ¥ “lemma transitivity”]

[

pyk
ERisReflexive = “lemma er is reflexive”]
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. . pyk . .
ERisSymmetric = “lemma er is symmetric”]

ERisTransitive 22 “lemma er is transitive”|

DisSubset P Yemma empty set is subset”]
HelperMemberNot@ ly “lemma member not empty0”]
MemberNot® 2 “lemma member not empty”]
HelperUnique® P Yemma unique empty set0”]

. k .
Unique® %5 “lemma unique empty set”]

. k .
Reflexivity 25 “lemma =reflexivity”]

Kk
Symmetry =i “lemma =symmetry”|

Helper= TI‘aIlblthlty ¥ “lemma =transitivity0”]

Transitivity > RA “lemma =transitivity”)

HelperTransferNotEq ¥ “lemma transfer 7is0”]
TransferNotEq % “lemma transfer ~is”]
HelperPalrSubset “lemma pair subset0”]

Helper(2 )PalrSubset ¥ “lemma pair subset1”]
PairSubset 2 “lemma pair subset”]

SamePair 2 “lemma same pair”|

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[SameSingleton ¥ “lemma same singleton”]
[UnionSubset ¥ “lemma union subset” ]
[SameUnion Ri “lemma same union”]
[SeparationSubset "% ¥ “lemma separation subset”|
[SameSeparation V¥ “lemma same separation”]
[SameBinaryUnion pﬁ( “lemma same binary union”|
[IntersectionSubset *5 Y “lemnma intersection subset”]
[SamelIntersection Y “lemma same intersection”]
[AutoMember P “lemma auto member”]
[HelperEqSysNot® P “emma eq-system not empty0”|

[EqSysNot® P “lemma eq-system not empty”]

[HelperEqSubset P Yemma eq subset(”]

[EqSubset X “lemma eq subset”]

[HelperEqucessary P “lemma equivalence nec condition0”]
[Equcessary ¥ “lemma equlvalence nec condition”]
[HelperNoneEqucessary iy “lemma none-equivalence nec condition0”]
[Helper(2 )NoneEqucessary ¥ “lemma none- -equivalence nec condition1”]
[

NoneEqgNecessary ° Y emma none-equivalence nec condition”]

80



EqClassIsSubset ‘— el “lemma equivalence class is subset”]
EquassesAreDlsjomt VY “emma, equivalence classes are disjoint”]
AllDisjoint = Ldy “lemma all disjoint”]

AllDlSJomtImply ¥ “lemma all disjoint-imply”]

BSsubset ™ “lemma bs subset union(bs/r)”]
Umon(BS/R)subset X “Jemma union(bs/r) subset bs”]
UnionIdentity > 2iy “lemma union(bs/r) is bs”]

EqSysIsPartltlon YE “theorem eq-system is partition”]

s /x 2 2i eq—system of " modulo "]

« M 2 “intersection " comma " end intersection”]
Us 2 unlon " end union”]

U x 2 “blnary union " comma " end union”]
P(x) 2 “power " end power”]

{x} 2 2 zermelo singleton " end singleton”]

{*, * } “zermelo pair " comma " end pair”]

(%, >|<> VX “zermelo ordered pair " comma " end pair”]
ES

€ x “v zermelo in "]
ReflRel(, ) VI n s reflexive relation in ")
SymRel(x, ) 2% PV g symmetric relation in "”]
TransRel(x, *) PYE wn js transitive relation in "]
EqRel(x*, %) RIS equivalence relation in "]
[* € *]. Y « “equivalence class of " in " modulo "”]
Partltlon(* *) YK g partition of "”]
* = “n zermelo is ")
% C % 255 “n ig subset of "]
Sk l> notO "]
s ¢ % 255 “n zermelo “in "7
s # % 25 “n zermelo Tis "]
* A x “v and0 "]
* V/ “noorQ "]
xS x2S wn 1ff "]
{phe x| 2 ¥ “the set of ph in " such that " end set”]
EquivalenceRelations Yk« “equivalence-relations”]
P

[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[*(*, ) “nig related to " under "”|
[
[
[
[
[
[
[
[« C
[+
[
[
[
[
[
[
[
)
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E Prioritetstabel

Den nedenstaende tabel indeholder alle de formelle konstruktioner, som er til
radighed i dette dokument. Konstruktionerne er grupperet efter prioritet; de
fgrstneevnte grupper har stgrst prioritet. Hver gruppe er markeret med et af de
to ord “Preassociative” eller “Postassociative”, der angiver, om konstruk-
tionerne er venstre- eller hgjreassociative.

Priority table

Preassociative

[EquivalenceRelations], [base], [bracket * end bracket],

blg bracket * end bracket], [ $ * $ |, [flush left [«]], [x], [y } (2], [[* > ]],

[+ = *]], [pyk], [tex], [name], [prio], [*], [T], [if (x, *, ¥)], [* = ]], [val], [claim], [ L],
£, [(+)1] IFL, [0, 1), (21, (3, 40, (3], 6, ). I8, [0, 0], 1], (2], 3], 4], 3, ), 7).
81, 91, [al. (bl [c]. d]. e]. . [g]. ] ) . [l (1, Im. [n], o [p [l ) ] ] [u].
v, ], [()M], [I£(x, %, %)), [array{+} » end array], [I], [c], [r], [empty], [(x |  :==)],
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