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1 Introduktion

Dette skriftlige projekt er lavet i forbindelse med Logik-kurset 2006°.

Vores mal i denne opgave var at bruge Logiweb? til at bevise en delmaengde af
udsagnene® vedrgrende lzereszetningerne® fra S-systemet, som er beskrevet i
Mendelson [Men97] i kapitel 3.1. For lethedens skyld er alle nummereringer de
samme som i Mendelson.

Mere preecist gar opgaven ud pa at bevise 3.2(j-0), bevise 3.4, bevise 3.5,
tilfgje aksiomet x <y < Jz:2z2# 0Az+ x =y, bevise 3.7, tilfgje aksiomer, der
definere —V,pjz: =y = X - z, bevise 3.10 og bevise 3.11.

I afsnittene 3 til 7 er beviserne for de paviste lemmaer gennemgaet. Alle
trivielle hjeelpelemmaer er bevist i appendix A.

2 Konklusion

Vi har ikke lgst opgaven til fulde, men har dog formaet at bevise 3.2j-o, 3.4,
3.5a~g. Pa grund af problemer med definitionen af reglen svarende til
“existensial rule” side 77 i Mendelson, har vi som beskrevet i afsnit 6 ikke
veeret i stand til at kunne bevise lemmaerne fra 3.5h og frem.

Vi har dog som beskrevet i afsnit 6.10 og 6.2.2 gennemgaet hvordan beviserne
for hhv. 3.5h og “existensial rule” ville have set ud, hvis problemet ikke var
opstaet.

Vi har endvidere kort gennemgaet de definitioner, som ville vaere ngdvendige
for at kunne pavise Lemma 3.7
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3 S-reglerne

S-systemet er en fgrste ordens teori, som er udviklet ud fra Peanos postulater
og ved hjzlp maengdelaere. Det skulle veaere passende at bruge til at bevise
basis-resultaterne for tal-teori. Aksiomerne for S er fglgende:
[S "5 «] MP*™'S+Va: Vb:a=>brat

b][MP "— Pt Rule tactic]

[Gen "' S+ vx: Va: a k- Vobjx: [C{Bear—ggﬁtfﬁl[e Yactid: Ax.Dedo([a], [b])
at b][Ded "— P Rule tactic]

[S2 "' S - Va: Vb: a = b F a’ = b/][S2 "%
Rule tactic]

[S3 " S |- va: -0 = 2/][93 """ Rul844¢HcH I- Va: Vb: a’ = b’ F a = b][S4 ™%
Rule tactic]

95" S - va: a + 0 = a][S5 "% RISk HHGSEl Va: Vb: a + b’ = a + b/][S6 P%"

Rule tactic]

[S7°M S - Va:a. 0= olis7 POOY RBBIAES - Va: Vb a - b =
a-b+2a][S8 "= P Rule tactic]

[SL™'S b Va: vb: Vera = b a=ch b =d[s1 "% Rule tactic]

Endvidere er reglen S9, som er grundlaeggende for matematisk induktion, ogsa
en del af S-teorien. Denne regel kan pa almindeligt sprog udtrykkes som:

Huvis en egenskab holder for 0 og egenskaben holder for efterfolgeren
x' til et naturligt tal x, som egenskaben geelder for, sa vil
egenskaben geelde for alle naturlige tal.

I pyk er S9 defineret som:

[S9 " S - x: Va: vb: Ve: <[b1 ="[a]|[x]:=[0]) b= ([c]="Ta]|[x]:=[xT) - b =
a=chka][S9 — P Rule tactic]

Reglen for bevis ved modsatninger er den sidste grundlaeggende regel, der skal
bruges i beviserne. Reglen kan pa almindeligt sprog udtrykkes som fglgende:

Hvis man ud fra en antagelse A kan pavise at en egenskab B
gelder, og at man (ndr antagelsen stadig gelder) kan vise at den
modsatte egenskab —B ogsa gelder, sa ma det modsatte af
antagelsen gelde, dvs. —A.

I pyk er reglen defineret som:

stmt

[Neg "5'S+Va: Vb: -b = —a + —b = a - b][Neg "% " Rule tactic]



4 Udsagn 3.2

Dette udsagn indeholder de grundlseggende regneregler for tal, som opforer sig
som de naturlige tal. Hjeelpesaetningerne eller lemmaerne er generelt set en
direkte konsekvens af aksiomerne.

Alle lemmaerne i dette afsnit kan udledes ud fra de tidligere nzevnte og som
det er bevist i bade check | ] og Mendelson er der for ethvert udtryk a, b,
¢ fglgende velformulerede seetninger® i systemet S:

[Prop 3.2a St—n>ltS|—Vg:g:a]
[Pr0p3.2bSti>ntS}—V§:V :a=bkb=23]
[Pr0p3.2cSt—r>mS|—Vg:VQ:Vg:g:pl—p:gl—gzg]

[Prop 3.2d "3° S+ Va: Vb: Ve:a=cFb=chta=b

tmt

[Prop 3.2¢ "= St Va: Vb: Vc:a=bka+c=b+d
[Prop 3.2f M S Va:a =0 + a

[Prop 3.2¢ "' S+ Va: Vb: 2’
[Prop 3.2h Y S Va: Vb: a

Da 3.2i ikke er bevist i check, (men er i Mendelson), har vi valgt for gvelsens
skyld at indskrive beviset:

tmt

[Prop 3.2i 2" Sk Va: Vb: Vc:a=bkFc+a=c+b]

proo

[Prop 3.2i —>f/\c.)\x.73([S FVa: Vb: Vc: Va: Vb: Vc: a=bF Prop 3.2e>a =
b>»a+c=b+c¢Prop32h>a+c=c+a;Prop32h >b+c=
c+b;SIl>a+c=b+crat+c=c+a>b+c=c+a;Prop3.2b>b+c=
c+ta>»ct+a=b+cProp3.2c>ct+a=b+c>b+c=c+b>cta=
c+b;Ded>Va: Vb:Vc:a=bkc+a=c+b>a=bkFc+a=c+b], po,c)]

De folgende lemmaer er opskrevet, men ikke bevist i Mendelson. Disse er
blandt dem som vi gnsker at bevise.

tmt

[Prop 3.2) "% S+ Va: Vb: Vc:a+b+c=a+

o~
+

q

[Prop 3.2k *2' S+ Va: Vb: Ve:a=bFa-c=b-(

stmt

[Prop 3.21 "= S+ Va: 0-a=0]

tmt

[Prop 3.2m °=5 SkVa:Vb:a'-b=a-b+b]
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stmt

[Prop 3.2n — Sk Va:Vb:a-b=b-3]

tmt

[Prop 3.20 3" Sk Va:Vb: Vc:a=blrc-a=c-b]

Her efter folger beviserne.

4.1 3.2j

Vi vil bevise 3.2j ved induktion efter z1i B(z) : (x +y) +z=x+ (y + 2)
Basistilfaeldet er:

[Prop 3.2j1 "' S+ Va: Vb:a+b+0=a+b+0]

[Prop 3.2j1 ™% AcAx.P([SFVa: ¥b: S5 >a+b+0=2a+b;S5>b+0=
b;Prop 3.2i>b+0=b>a+b+0=a+b;Prop3.2d>a+b+0=
at+bra+b+0=a+b>a+b+0=a+b+0],po,c)

Det induktive trin er:

[Prop 3.2j» “2°St+ Va: Vb: Ve:a+b+c=a+b+c=a+b+c =a+b+c]

™)

f
[ proo

Prop 3.2js — Ac.Ax.P([ShkVa:Vb: Vc:Va: Vb:Vec:a+b+c=a+b+chk
S6 >a+b+cd=a+b+c;S2>a+b+c=at+b+c>a+b+cd =
+

a+b+c;Prop32c>a+b+c =a+b+c'>atb+c’ =a+b+c’ >atbtc =
a+b+c;S6>b+c =b+c;Prop3.2ibb+c =b+cd >a+b+c =

a+b+c’;86 > a+b+c’ =a+b+c;Prop3.2c>a+b+c’ =a+b+c'>atbtcd =
a+b+c >a+b+c =a+b+c;Prop3.2d>a+b+c =a+b+cd>atb+c =
atb+cd>»>a+b+=a+b+c’;Ded>Va:Vb:Ve:a+b+c=a+b+ch
at+b+d=a+b+>a+b+c=a+b+c=a+b+c=a+b+c],po,0)]

tmt

[Prop 3.2j "Y' S+ Va: Vb: Ve: a+b+c=a+b+

[Prop 3.2j "2" A\e. A P([S F Va: Vb: Ve: Prop 3.2 > X+ 7+ 0 =
X+y+0;Prop 3.2ja > X+y+zZ=X+y+Z=>X+y+7 =

X+Y+7;99 QZ>X+Y+0 = X+7+0>X4+y+7Z = X+Y+Z = X+y+7 = X+§+7 >
X+y+zZ=%X+y+ZzDed>X+y+Z=X+y+zZ>a+b+c=a+b+c],po,c)]

4.2 3.2k

Vi vil bevise 3.2k ved induktion over zi B(z) :x =y =>x-z2=y -z
Basistilfeeldet er:

[Prop 3.2k; "' S+ Va: Vb:a=b=12a-0=b-0]

Prop 3.2k; "% AcAx.P([S - Va: ¥b: Va: Vb:a=bF S7>a-0=0;S7>>
-0=0;Prop 3.2a>0=0;Prop 3.2b>b-0=0>0=
-0;Prop3.2c>a-0=0>0=b-0>a-0=b-0;Ded>Va: Vb:a=b*F
0=b-0>»a=b=2a-0=b-0],po,0)]

Det induktive trin:

v oo



stmt

[Prop 3.2k — Sk Va:Vb:Vc:a=b=a-c=b-c=a=b=a-=b-¢]

[Prop 3.2k, "2 A\c M. P([S I- Va: Vb: Vc: Va: Vb: Vc:a=b=a-c=b-ck
a=bFMPra=b=ac=bcra=b>»ac=bcS8>ac =ac+a;S8>
b-c"=b-c+b;Prop3.2e>a-c=b-c>a-cta=b-c+a;Prop32ira=b>
b-ct+a=b-c+b;Prop3.2c>a-ct+a=b-c+arb-ct+a=b-c+b>a-ct+a=
b-c+b;Prop 3.2c>a-¢’ = a-ct+ar>a-c+a=b-c+b>a-c" = b-c+b;Prop 3.2d>
a-cd =b-ct+b>b-c’=b-c+b>a-c’=b-c';Ded>Va: Vb: Vc:a=b=a-c=
b-ckFa=bla.d=b-d’>»>a=b=ac=bc=>a=b=a-c=b-c|,po0)]
[Pr0p3.2k5t3tSFVg:Vb:Vg:gzb#g@:p'g}

[Prop 3.2k proof ACAX.P([StVa: Vb: Vc: a=bkF Prop 3.2k >x=y=X%X-0=
y-0;Prop 3.2k >X=y=X-2=y-Z=>X=y=>X-Z =y-Z;89Qz>Xx=
V=% 0=y-0>X=y=>XZ=y- Z=X=y=%x-7Z =y-Z >X=y=X-Z2=
y-z;Ded>Xx=y=X-Z=y-Zz>»a=b=a-c=b-¢MPra=b=a-c=
b-ca=b>a-c=b-c],po,c)]

4.3 3.21

Vi vil bevise 3.21 ved induktion over x i B(x) : 0-x=0
Bemeerk at basistilfseldet blot er S7.
Det induktive trin:

stmt

[Prop 3.2l — SFVa:0-a=0=0-a"=0]
Prop 3.21, pg)f)\c.)\x.P([SI—VQ:VQ:0~g:Ol—SS>>0-g’:0-g+0;85>>
ca+0=0-2;Prop3.2c>0-a=0-a+0>0-a+0=0-a>0-a' =
ca;Prop 3.2c>0-a’=0-ap0-a=0>0-a'=0;Ded>Va: 0-a=0F
a=0>0-a=0=0-2a"=0],po,c)

o O O

~

stmt

[Prop 3.21 "= S+ Va: 0-a=0]

roof

[Prop 3.21 "% Ac.Ax.P([SF Va: S7T> 0-0=0;Prop 3.2, > 0-Xx =0 =

0% =0:99@%X>0-0=0>0-Xx=0=0-% =0 0-%—=0:Ded>0-% = 0>
O'QZOmeC”
4.4 3.2m

Vi vil bevise 3.2m ved induktion over y i B(y) : X' -y =x-y+x
Basistilfaldet:

[Prop 3.2m; SlntSl—Vg:g"Ozg'O—i-O]

proo:

[Prop 3.2m; —>f)\c./\x.77([S FVa: S7>a’-0=0;Prop 3.2f >0 =
04+0;S7>a-0=0;Prop3.2bra-0=0>0=a2a-0;Prop3.2e>0=2a-0>



0+0=2a-04+0;Prop32c>0=0+0>0+0=2a-04+0>0=
a-0+0;Prop3.2c>a"-0=0>0=2a-0+0>2a"-0=a-0+0],po,c)]

Det induktive trin:

[Prop 3.2my *3° S+ Va: Vb:a'-b=a-b+b=a-b =a-b +b

rop 3.2my " )\c)\X’P((SFVa Vb: Va: Vb: a’-

a
".b+a’;Prop 3.2er>a’-b=a-b+b>a -b+a'=a-b+
b+a’; Prop32g>>b’-|—a—b—|—a Prop 3.2d>b+2a’ zb-i-g’
+

\m—-

b+a’'=b'+a;Prop3.2h>b'+a=a+b';Prop3.2c>b
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[Prop 3.2m "' S Va: Vb: ' -b=a-b+b]

[Prop 3.2m "% A\e.Ax.P([S - Va: Vb: Prop 3.2m, >% 0=

X0+ 0;Prop 3.2me >X - y=X-y+y=%X -y =XV +¥;59@y>X-0=
X 04+0>%X -y=%X-y+y=>X V=XV +yV >X -y=%X-y+y;Ded>¥X -y =
X-y+y>a' -b=a-b+b],po,c)]

4.5 3.2n

Vi vil bevise 3.2n ved induktion over y i B(y) :x-y =y -x
Basistilfeeldet:

st t

[Prop 3.2n; — Sk Va:a-0=0-"3]

proof

[Prop 3.2n; "— Ac.Ax.P([SFVa: S7T>a-0=0;Prop3.2l>>0-a=
0;Prop 3.2d>a-0=0>0-a=0>a-0=0-a],po, )]

Det induktive trin:

[Prop 3.2n; *3'StVa: Vb:a-b=b-a=a-b' =b -2

[Prop 3.2n5 "% A Ax.P([S - Va: Vb: Va: Vb:a-b=b-aF S8 >a b =
a-b+a;Prop3.2er>a-b=b-a>a-b+a=b-a+a;Prop32m>b'-a=
b-a+a;Prop 3.2b>b’-a =b-a+a > b-a+a=0>b"-a;Prop 3.2c>a-b+a=b-a+ar
b-a+a=>b"a>»abt+a=>b"a;Prop3.2c>a-b’ =a-b+arab+ta=>b"a>ab =
b’-a;Dedr>Va: Vb: a-b=b-aka-b’=b"-a>a-b=b-a=a-b’'=b"al,po,¢)



stmt

[Prop 3.2n = Sk Va:Vb:a-b=b-3]

[Pr0p32np:mf)\c )\xP(fSI—Va Vb: Prop 3.2n; > X-0=0-X; Prop 3.2ny >
X-Yy=y:-X=X-¥=¥-%99ay>%X-0=0-X>X-y=y - X=Xy =y -X>
X-y=y-X;Ded>X-y=y-X>a-b=Db-al,po,c)]

4.6 3.20

[Prop 3.20 5" S+ Va: Vb: Ve:a=bFc-a=c-b]

[Prop 3.20 % Ac Ax.P([S - Va: ¥b: Vc: a=b - Va: Vb: Ve:a=b

Prop 3.2k>a=b>a-c=b-¢;Prop3.2n>a-c=c-a;Prop32n>b-c=
c-b;Prop3.2c>a-c=b-c>b-c=c-b>»a-c=c-b;Sl>a-c=
cra>a-c=c-b>»c-a=c-b;Ded>Va:Vb:Vc:a=bkc-a=c-b>a=
b=c-a=c-bjMPra=b=c-a=c-bra=b>c-a=c-b],po,c)

5 Udsagn 3.4

De fglgende udsagn er en udvidelse af egenskaberne ved addition og
multiplikation.

[Prop 3.4a5t—n>ltSl—Vg:Vp:Vg:g-p+g:g-b+g-g]
[Prop 3.4bsgltSFVg:Vb:Vg:bJrgg:b@Jrg'g]

tmt

[Prop 3.4c " Sk Va:Vb:Vc:a-b-c=a-b-(

[Prop 3.4d 3" S+ Va: Vb: Ve: a4+ c=b+c=a=b]

5.1 3.4a

Vi vil bevise 3.4a ved induktion over zi B(z) : x- (y+2z) =x-y+x-2
Basistilfeeldet:

[Prop 3.4a; "' Sk Va: Vb:a-b+0=a-b+a-0]

[Prop34a1pg)f)\c)\x77([SI—Va Vb: S5 > b+ 0= b;Prop 3.20>b+0=>b >
g b+0=a-bh;S5>a-b+0=a-b;Prop3.2d>a-b+0=a-bra-b+0=2a-b>
-b+0=2a-b+0;S7>a-0=0;Prop3.2i>a-0=0>a-b+a-0=a-b+

0 Prop 3.2d>a-b+0 =a-b+0>a-b+a-0=a-b+0>> a-b+0=a-b+a-0],po,c
Det induktive trin:

V

[Pr0p3.4a25t—n§tSFV§:Vb:Vg:g~b+§:§‘b+é' a-b+a-

=a-b+¢

']

[q]
\n

[Prop 3.4as 2" Ac.Ax.P([S F Va: Vb: Ve: Va: Wb: Vc:
S6 > b+’ = b+c’; Prop 3.20>b+¢’ = b+c’ > a-b+c’ =
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a-b+c+a;Prop 3.2er>a-b+c =a-b+a-c > a-b+ct+a=a-b+a-c+a;Prop3.2j >
a-b+a-cta=a-b+a-ct+a;Prop3.2c>a-b+c+a=a-b+a-ctara-btact+a=
a-b+a-c+a>a-b+tcta=a-b+ac+a;S8>a-c’ =a-c+a;Prop3.2ira-c’ =
a-ct+a> a-btac’ =ab+tacta;Prop3.2d>a-btct+a=abtactarabtac =
a-b+a-cta> a-bt+cta=ab+ac’;Prop3.2c>a-btc’ =abtctarabtcta=
a-b+a-d>»a-b+c=a-b+a-c/;Prop3.2c>a-b+c’ =a-b+c'>a-b+cd =
a-b+a-d’>»>a-b+c=a-b+a-c/;Ded>Va:Vb:Vc:a-b+c=a-b+a-ck
a-b+cd=a-b+a-d>abt+c=a-b+ta-c=a-b+c=a-b+a ] po,c)]
[Pr0p34asgntSFVa Vb:Vc:a-b+c=a-b+a-

[Prop 3.4a PP AeAx. P([SFE Va: Vb: Vc: Prop 3.4a; >X-y+ 0=
X-y+X-0;Prop 3.4ap >X-y+Z=X-Yy+X-Z=X-Y+Z =
X-y+%X-Z;89QZ>X-y+0 = X-y+X-0>X-y+Z =X-§+X-Z = X-§+Z =X-§+X-Z >
X-y+Z=%X-y+x-z;Ded>X-y+Z=X-Yy+X-Z>a-b+c=a-b+a-c|,po,c)]

5.2 3.4b
[Prop 3.4bsgtSFV§:Vb:Vg:b+c~§:b-g+g~§]

wn

3.4b "% Ae Ax.P([
a-c;Prop3.2n>a-
- a; SlDa b+§
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5.3 3.4c

Vi vil bevise 3.4¢ ved induktion over z 1 B(z) : (x-y)-z=x-(y - 2)
Basistilfaeldet:

[Prop 3.4c; *3'S+Va: Vb:a-b-0=a-b-0]

[Prop 3.4c; ”% A A P([SFVa: ¥b: ST>a-b-0=0;S7T>b 0=
0; Prop 3.20>b-0 = 0 > a-b-0 = a-0; S7 > a-0 = 0; Prop 3.2c>a-b-0
a-

0>a-b-0=0;Prop3.2d>a-b-0=0ra-b-0=0>a-b-0
Det induktive trin:

[Prop34cQStIntS}—Va Vb:Vc:a-b-c=a-b-c=a-b-c/=a-b-]

320>a b-d=a-
-b; Prop 3.4a > a-
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a-b-ct+a-b>a-b-c+b=a-b-ct+a-b>»a-b-c’=a-b-c+b;S8>b-c'=
b-c+b;Prop 3.20>b-¢' =b-c+b>a-b-c’ =a-b-c+b;Prop3.2d>a-b-c’ =
a-b-ct+brab-c’=a-b-ctb>a-b-c’=a-b-c;Ded>Va: Vb: Vc:a-b-c=
a-b-cka-b-d=a-b-d’>a-b-c=a-b-c=a-b-c=ab-c] ppc)]

[Prop 3.4¢*™3' S+ Va: Vb: Ve:a-b-c=a-b-(

[Prop34c = )\C)\ P([SFVa: Vb: Vc: Prop 3.4c; > X-y-0=

X-y-0; Prop 3.4co > X-y-Z :yy.zﬁxyz_xyz S9 @Z>X-7-0 = XJ-OBXy-Z =
XYZ=XyZ =XyZ > X§zZ=xyZ Ded>XyzZ=XyZ>abc=abcl|,poc)]
5.4 3.4d

Vi vil bevise 3.4d ved induktion over ziB(z) :x+z=y+z=x=y
Basistilfeeldet er:

[Prop 3.4d; St—n;tSI—Vg:Vbza—l—O:b-i—Oég:b]

[Prop 3.4d; %" A AxP([SF Va: Vb: Va: Vb:a+0=b+0FS5>a+0=
2;85>b+0=b;SI>ra+0=ara+0=b+0>a=b+0;Prop3.2c>a=
b+0>b+0=b>a=b;Ded>Va:Vb:a+0=b+0Fa=b>»a+0=
b+ 0= a=b],po,c)]

Det induktive trin:

[Prop 3.4d; "5' S+ Va: Vb: Ve: at+c=b+c=a=b=a+c =b+c =a=b

proof

[Prop 3.4ds "— Ac.Ax.P([SFVa:Vb:Vc:Va:Vb:Vc:a+c=b+c=a=bt
a+d=b+FS6>a+c=a+c;S$6>b+=b+c;S1>a+c =
at+cdp>a+cd=b+cd>a+d=b+;Prop3.2c>a+c =b+>b+c =
b+c >>a+g’:b+c’,s4>g+g’:b+g’ >at+c=b+cMP>atc=b+c=
a=bratc=b+c>»a=b;Ded>Va: Vb:Vc:atc=b+c=a=blFa+c =
b+cdFa=b>»at+c=b+c=a=b=a+=b+ =a=bj,pyc)]
[Prop 3.4d "' S+ Va: Vb: Vc: a4+ c=b+c=a=b]

[Prop 3.4d "% A\c.Ax.P([S F Va: Vb: Ve: Prop 3.4d; > X+ 0=y +0 = X =
y;Prop 3.4dy > X4+zZ=y+zZ=>X=y=Xx+Z =y+Z =x=y;59Qz>x+0 =
V4H0=2X=yD>X+Z=Y+Z=2>X=Y=2>X+Z =y+Z =>X=y>X+Z2=
V+z=>x=y;Ded>x4+7Z=y+zZ=>X=y>a+c=b+c=a=b],po,c)

6 Udsagn 3.5

I denne del har vi kun kunne lgse indtil h, da denne og de efterfglgende kraever
reglen “existensial rule”. Dog er der i afsnit 6.2.2 genemgaet hvilket problem,
der forhindrer os i at bevise ” existencial rule”, og hvordan vi ville have bevist
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reglen, hvis problemet ikke var opstaet. Endvidere er der i 6.10 genemgaet
hvordan vi ville have lgst 3.5h.

I de fglgende udsagn indgar numeraler, der opforer sig som de naturlige tal og
er defineret i forhold til 0 pa fglgende made:

0 =0
o0 =1
v = 2
0 =7

Dvs. hvis 0 er et numeral, og hvis Tl er et numeral, sa er o’ ogsa.
I afsnit 6.3 til 6.10 er beviserne for fplgende lemmaer (indtil h).

tmt

[Prop 3.5a "3 S Va:a+ 0" = a']

[Prop 3.5b "' S+ Va: a- 0 = a]
[Prop 3.5¢ S QL Va:r a0 =a+3]

[Prop 3.5d 3" S+ Va: Vb:a+b=0= —a=0= —b=0]
[Prop 3.5¢ "3 Sk Va: Vb: -b=0=2a-b=0=a=0)

[Prop 3.5 5" St Va: Vb:a+b=0 = —a=0=-b=0=-a=0 =

[Prop 3.5¢ *5' S+ Va: Vb:a-b=0'= —-a=0 = —b=0]
[Prop 3.5h *23' S+ Va: =a = 0 = —V,pib: —a = b']

[Prop 3.5 "' St Va: Vb: Ve: ~c=0=a-c=b-c=a=b]

stmt

[Prop 3.5] — Sk Va: ma=0= —a=0 = —Vsjb: ma=Db"]

Efterfglgende vil vi gennemgade ngdvendige hjelpessetninger og definitioner
for at kunne bevise 3.5a-3.5g.

6.1 Definitioner i forbindelse med A og V

Fra 3.5d bruges A og V, som begge er makrodefinerede udtryk:
[x Ay "5 A As A My(t,s, ¢, [[x Ay = —(x = —y)]])]

[xVy "5 MAs A My(t,s, ¢, [[x Vy = (-x) = y]])]

Endvidere er det klart at reglerne for introduktion og eliminering af hhv. A og
V dermed ogsa skal bruges. Alle disse er bevist i de folgende afsnit.
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6.1.1 Introduktion af A
[Con *3' S+ Va: Vb: ak bt —a = —b

[Con """ \e A P([SF Va: Vb: aF b Va: ¥b: a = —b F Repetition > a >
a;MP>a= —-br>a> —-b;Ded>Va:Vb:a= bk -b>a=-b=

=b; Leml.11b > b = —-—=b;MP>b = —--b>b > ——b;MT>a= —-b=
—b > ——b > —a = —b], po, )]

6.1.2 Elimination af A 1
[Conl *2° S+ Va: Vb: =a = —b - a

proo

[Conl ”%" AcAx.P([SF Va: ¥b: =a = —b I Va: ¥b: —a - Al' > —a = ——b =
—a;MP > —-a = —-b= —-a>-a>» b= —a;Leml.11d > b= -a=a=
“b;MP>—--b=-a=a= —b>--b=-a>a= —b;Ded>Va: Vb: -al
a=-b>»-a=a=-bMIT>—-a=a= -b>—-a= —b> —a;Leml.lla>>
——a = a;MP > ——a = a>—-—a > al,pg,c)]

6.1.3 Elimination af A 2

[Con2 "' S+ Va: Vb: —a = —b + b]

[Con2 ”%" Ae Ax.P([S - Va: ¥b: —a = —b - Va: ¥b: —bF Al' > b = a =
“b;MP>-b=a= -b>-b>a= —b;Ded>Va: Vb: -bFa=-b>-b=

a= —-b;MT>-b=a= -br>-a= —-b> --b;Leml.1la > ——b =
b;MP > ==b = b > —=b > b], po, c)]

6.1.4 Introduktion af v 1

[Dis1 8" S+ Va: Vb: a b —a = b

[Disl propf AcAx.P([SHVa: Vb: at Leml.llc > ——a = —a = b;Lem1.11b >
a=-aMPra=--ara>»-—aMP>-—-a=-a=b>--a>»-a=
b—lvpmc)]

6.1.5 Introduktion af Vv 2

[Dis2 8" S+ Va: Vb: b+ —a = b]

Dis2 "% A P([S+Va: Vb: bF Al > b= —a=bMP>b= —a=
b>b > —a = b],po,c)]

6.1.6 Elimination af Vv

Da vi ikke har haft brug for at fjerne V, har vi ikke bevist denne regel.
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6.2 Andre hjzlpesatninger

Vi har til beviset af 3.5a-3.5g haft brug for nogle af reglerne fra | ], dog
med imply istedet for infer. Sadanne regler er navngivet med <oprindelige
navn>’ og beviserne for disse kan ses i Appendix A.

6.21 A+£B

En ny hjelperegel er regel H3, som skal bruges i forbindelse med A # B for at
kunne konkludere sammenhenge i mellem (x =y) A (x £ 3) = (y # 3).

[H3 "2'S 't Va: Vb: Ve:a=b=chak ~ck —b]

[H3 P AcAxP([S Va: vb: ¥e:a= b= chat ~cF MP>a=b=
c>a>b=¢gMT b= cr-c> -bl,po,c)

6.22 3 x

Selv om vi ikke har naet at implementere fra opgave 3.5h, hvor der ggres brug
af 3, har vi alligevel makrodefineret kvantoren som folger.

[Bx: y 2550 At As A My(t,s, ¢, [[Fx: y = = (¥x: —y)]])]

Vores problem har veeret, at vi ikke har kunne udtrykke “B(x,t), hvor t kan
indseettes i stedet for x’erne uden at blive bundet til en alkvantor”, i pyk.
Beviset for hjeselpesaetningen, der indfgrer eksistenskvantoren, ville dog have
veaeret opbygget nogenlunde som fglger.

Fglgende tautologi,

(A= -B)= (B=-A)

antages vist nogenlunde som Modus Tollens, dog med variation.
Ved axiom A4’ kan vi fa instansen:

(Vz)-A(z, t) = —A(t, 1)
Idet man kan fa fglgende instans af tautologien:
(Vo) Az, t) = -A(t, 1) = (At t) = ~(Vo)-A(z, 1))
kan man vha. MP pa tautologi-instansen og aksiom-instansen fa:
(A(t,t) = = (Vo) Az, t))

og pga. af makrodefinitionen er denne nu vist.
Herefter vises Lemmaerne 3.5a-3.5g
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6.3 3.5a

Dette lemma beviser, at hvis man leegger 0’ til et tal, far man efterglgeren til
tallet.

stmt

[Prop 3.5a = Stk Va:a+0 =32

[Prop 3.5a "% Ac A P([SFVa: S6>a+0 =a+0;S5>a+0=
a;92>a+0=a>»a+0 =a;Prop3.2c>a+0 =a+0r>a+0 =23 >a+0 =
a’;Prop 3.2a > a+0’ = a+0/;Sla+0' = a+0'>a+0" = a’ > a+0' = 2’|, po, )]

6.4 3.5b

Her beviser vi at 0’ er neutralt element med hensyn til multiplikation.

stmt

[Prop 3.5b "= Sk Va:a -0 =3

[Prop 3.5b progf A P([SEVa: S8 >a-0/=a-0+2a;S7T>a-0=

0;Prop 3.2er>a-0=0>2a-0+a=0+2a;Prop3.2c>a-0 =a-0+ara-0+a=
O+a>»a-0'=0+2a;Prop3.2f >a=0+a;Prop3.2bra=0+a>0+a=
a;Prop3.2c>a-0'=0+ar>0+a=a>»a-0 =2a;Prop32a>a-0 =
a-0;Sla-0=a-0ra-0=a>a-0 =al,po,0)

6.5 3.5c

stmt

[Prop 3.5¢ = SkVa:a-0"=a+ 3]

[Prop 3.5¢ "X  A\e A P([SF Va: S8 >a-0” =a- 0 +a;Prop 3.5b > a- 0/ =

a;Prop3.2e>a-0'=a>»a-0+a=a+a;Prop3.2cr>a-0'=

a-0'+ara-0+a=a+a>»a-0"=a+a;Prop32a>a-0"=
a-0”8l>a-0"=a-0">a-0"=a+a>»a-0"=a+al,po,0)]
6.6 3.5d

Her beviser vi, at hvis en sum er 0, er begge addender i summen 0, da der ikke
findes negative tal i systemet.

Beviset er ved induktion over y i B(y) : x+y = (x=0) A (y =0)
Basistilfaeldet:

stmt

[Prop 3.5d; *3'StVa:a+0=0= -a=0= —0=0]

[Prop 3.5d; "% Ac A P([S - Va: Va:a+0=0+S5>a+0=2;S1>a+0=
ara+0=0>a=0;Prop3.2a>0=0;Con>a=00=0>-2a=0=
-0=0;Ded>Va:a+0=0F-2a=0=-0=0>a+0=0=-a=0=
_'0:0.|7p07c)]

Det induktive trin:

14



stmt

[Prop 3.5d — SFkVa:Vb:a+b=0=>-a=0=-b=0=a+b =0=
—a=0= b =0

[Prop 3.5ds ™% Ac.Ax.P([S F Va: Vb: Va: ¥b:a+b=0=-a=0=-b=0F
Va:Vb:a+b ' =0FS3>-0=a+b';Prop3.2b/ >a+b =0=0=
a+b;Lemllle>a+b =0=0=a+b =-0=a+b =—-a+b =
O;MP>a+b =0=0=a+b=-0=a+b=-a+b=0>a+b =0=
0O=a+b>»>-0=a+b =-a+b=0MP>-0=a+b =-a+b =
O>—-0=a+b >»-a+b =0;S6>a+b =a+b;S1">a+b =a+b =
a+b=0=a+b =0H3>a+b =a+b =a+b=0=a+b=
Oa+b =a+b>-a+b =0>-a+b =0;Leml.1lc>>-a+b =0=
a+b=0=-a=0=-b=0MP>-a+b =0=a+b=0=-a=0=
b =0>-a+b=0>a+b=0=-a=0=-b=0MPra+b =0=
—a=0=-b=0>a+b =0>-a=0= b =0;Ded>Va: Vb:a+b' =
OF-a=0=-b=0>a+b=0=-a=0=-b =
0;Ded>Va:Vb:a+b=0=-a=0=-b=0Fa+b=0=-a=0= b =
0>»a+b=0=-a=0=-b=0=a+b' =0=-a=0= -b' =0],pog,c)]

stmt

[Prop 3.5d = Sk Va:Vb:a+b=0=-a=0= -b=0]

[Prop 3.5d "% Ac.Ax.P([S - Va: Vb: Prop 3.5d; > X+0=0= -x =0 =
-0=0;Prop 3.5dy >%x+y=0=>X=0=>y=0=>X+y =0=-%x=0=
v =0;89@Qy>Xx+0=0=Xx=0=-0=0p>X+y=0=-x=0= -y =
0=Xx+yY=0=>x%x=0= ¥y =0>x+y=0=>x=0=y=
0;Ded>X+y=0= Xx=0=-y=0>a+b=0= -a=0= —b=0],po,c)]

6.7 3.5e

Her beviser vi at hvis en faktor i et produkt ikke er 0 og produktet er 0, sa er
den anden faktor 0. Beviset er ved induktion over x i
Bx:x#0=(y-x=0=y=0).

Basistilfeeldet:

[Prop 3.5¢; "5'SkVa: -0=0=2a-0=0=a =0

[Prop 3.5e; "% AcAx.P([S I Va: Va: =0 = 0 - Prop 3.2a> 0 =
0;Leml.1lc>» - 0=0=0=0=2a-0=0=a=0MP>-0=0=0=0=
a-0=0=a=0-0=0>0=0=2a-0=0=a=0MP>0=0=a-0=
0=a=0>0=0>»a-0=0=a=0;Ded>Va: -0=0Fa-0=0=a=
0>»-0=0=a-0=0=a=0],po,c)]

Det induktive trin:

[Prop 3.5e; "5' S+ Va: Vb: -b=0=a-b=0=a=0=-b =0=a-b =
0=a=0]

[Prop 3.5e2 "% Ac Ax.P([S I Va: Vb: Va: ¥b: -b=0=a-b=0
Va:Vb: =b’ =0FVa:Vb:a-b"=0+FS8>a-b"=a-b+a;SIl>a-b =
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a-b+ara-b =0>a-b+a=0;Prop3.5d>a-b+a=0=-a-b=0= -a=
O;MP>a-b+a=0=-a-b=0=-a=0ra-b+a=0>-a-b=0= -a=
0;Con2>—a-b=0=-a=0>a=0;Ded>Va: Vb:a-b’=0Fa=0>a-b' =
0=a=0;Ded>Va:Vb: b’ =0Fa-b'=0=a=0>-b=0=a-b =
0=a=0;Ded>Va:Vb: -b=0=a-b=0=a=0F-b=0=2a-b=0=
a=0>-b=0=a-b=0=a=0=-b=0=2a-b'=0=2a=0],po,c)]

mt

[Prop 3.5¢ "3 Sk Va: Vb: -b=0=a-b=0=a=0)
[Prop 3.5¢ """ A\c. A P([S F Va: Vb: Prop 3.5e; > -0 =0=%-0=0= X =
0;Prop 3.5e; > y=0=%Xx-y=0=>x=0=>y =0=>Xx-y =0=>%x=
0:89Qy>0=0=%x-0=0=X=0>-y=0=>Xx-y=0=Xx=0= -y =
0=%Xx-V=0=2x=0>»y=0=>Xx-y=0=x=0;Ded>-y=0=X%X-y=
0=xXx=0>»-b=0=a-b=0= a=0],po,0)]

6.8 3.5f

Her beviser vi, at hvis en sum er (', er netop 1 af addenderne 0’ og den anden
er 0. Bevist er ved induktion over y i

Bly) ' x+y=1=(x=0Ay=1)V(x=1Ay=0)

Basistilfaeldet.

[Prop 3.5f; "2'StVa:a+0=0=-a=0=-0=0 = -a=0 = -0=0]
[Prop 3.5f; proof A A P([SHVa:Va:a+0=0FS5>a+0=2a;S1>a+0=
ara+0=0>a=0;Prop32a>0=0;Con>a=0>0=0>-a=0=
-0=0;Dis2>-a=0=-0=0>» - a=0=-0=0=-a=0=-0=
0;Ded>Va:a+0=0F-2a=0=-0=0=-2a=0=-0=0>»a+0=
0=--a=0=-0=0=-a=0 = -0=0],po,c)]

Det induktive trin:

stmt

[Prop 3.5f, = SkFVa:Vb:a+b=0=-a=0=-b=0=-a=0=
“b=0=a+4+b =0=-a=0=-b=0=-a=0 = -b =0

[Prop 3.56; ™% AcAx.P([S F Va: Vb: Va: Vb:a+b=0 = ——a=0= —b=
0=-a=0=-b=0FVa:Vb:atb' =0+ S6>a+b =a+b;Sl>a+b =
at+b'>a+b’' =0 > a+b' =0;S4>a+b’ =0 > a+b = 0;Prop 3.5d > a+b =
0=-a=0=-b=0MPrat+b=0=-a=0=-b=0>a+b=0>-a=
0=-b=0;Conl>a=0=-b=0>a=0;Con2>a=0=-b=0>b=
0;S2b=0>b' =0;Con>a=0>b'=0>-a=0= —-b =0;Disl>—a =
0=-b =0>-a=0=-b=0=-a=0 = -b"=0;Ded>Va: Vb: a+
b=0F-a=0=-b=0=-a=0=-b=0>a+b=0=-a=
0=-b=0=-2a=0=-b=0;Ded>Va:Vb:a+b=0=-—-a=0=
b=0=-a=0=-b=0Fa+b=0=--2a=0=-b=0=-a=
0=-b=0>»a+b=0=-—a=0=-b=0=-a=0=-b=0=
a+b =0=--a=0=-b=0=-a=0 = -b =0],po,c)]
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stmt

[Prop 3.5f "=
~b = 0]

SkFVa:Vb:a+b=0=-a=0=-b=0=-a=0=

proof

[Prop 3.5f AcAX.P([SF Va: Vb: Prop 3.5f; >X+0=0 = —-—x=0=
“0=0=-x=0 = —0=0;Prop 3.5 >x4+y=0 = ——x=0= -y =
0=>%x=0=-y=0=x4+y =0=>-%x=0=>y=0=-=x=0=
-y =0;99@y>Xx+0=0=-%x=0=-0=0=x=0=-0=
0>X+y=0=-%Xx=0=-y=0=-%X=0=>-y=0=>x+y =0 =
-X=0=>-y =0=-%=0=7V=0>x+y=0=>-x=0=—~y=
0=-%x=0=-y=0;Ded>x+y=0=-x=0=>-y=0==x=0=
“y=0>a+b=0=-2a=0=-b=0 = -a=0 = ~b=0],po,c)]

6.9 3.5g

Her viser vi, at hvis et produkt er 0’ er begge faktore 0’. Beviset er ved
induktion over y i B(y) :x-y=1= (x=1)A(y =1).
Basistilfaldet:

[Prop 3.5g1 "' SFVa:a-0=0 = -a=0 = -0=0]

[Prop 3.5g1 "2 Ac A P([SVa:Va:a-0=0'FS7>2-0=0;S1>a 0=
0>a-0=0>0=0:93>-0=0;Leml.llc>-0=0=0=0 = -a=
0=-0=0;MP>-0=0=0=0=-2a=0=-0=0p>-0=0>0=
0=-2a=0=-0=0;MP>0=0=-2a=0=-0=0>0=0>-a=
00=-0=0;Ded>Va:a-0=0F-a=0=-0=0>a-0=0=-a=
0/:>_|O:0I~|,p0,c)]

[Prop 3.5g, "' SkVa: Vb: ma-b=0=-a=0 = -a=0 = -b =0

[Prop 3.5g2 % Ac A P([S F Va: Vb: Va: Vb: ma-b=0= —a=0F
Con2>-a-b=0=-a=0>»a=0;Conl>—-a-b=0=-a=0>a-b=
0;83> -0=0;HI0>-0=0">-0=0;S1">a=0=a=0=0 =
0;H3r>a=0=a=0=0=0>a=01>-0 =0> —-a=0;Prop 3.2n >
a-b=b-a3;S1>a-b=b-ara-b=0>b-a=0;Prop3.5e>-a=0=b-a=
0=b=0MP>-a=0=b-a=0=b=0>-a=0>b-a=0=b=
O;MPr>b-a=0=b=0>b-a=0>b=0;S2>b=0>b'=0;Con>a=
0>b =0>-a=0=-b=0;Ded>Va:Vb: ma-b=0=-a=0F-a=
0=-b=0>-a-b=0=>-a=0=-a=0 = -b =07,po,0)]

I‘Op ,g:;,g g: 7:@-7: :>—|§: :>—|7: —\§~7: =
Prop 3.5g5 "2' S+ Va: Vb:a-b =0’ 0=-b=0F-a-b=0
—a=0=-a=0 = -b =0]

[Prop 3.5g5 "% Ac A P([SFVa:Vb:a-b=0 = -a=0 = -b=0F
Va:Vb: ma-b=0"=-a=0FConl>-a-b=0=-a=0>a-b=
0;:MPra-b=0=-a=0=-b=0r>a-b=0>-a=0=-b=
0;Conlp>—-a=0=-b=0>a=0;Con2>-a-b=0=-a=0>a=
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0;S1>a=0>a=0>0=03383>-0=0;Leml.1lc>-0=0=0=
0=-a=0=-b=0MP>-0=0=0=0=-a=0=-b=
0>-0=0>0=0=-a=0=-b=0;MP>0=0=-a=0=-b =
0>0=0>-a=0=-b=0;Ded>Va:Vb: ma-b=0=-a=0F-a=
0=-b=0>-a-b=0=-a=0=-a=0=-b"=07],po,0)]

Det induktive trin:

[Prop 3.5g; "' SkHVa:Vb:a-b=0=-a=0=-b=0=a-b=0=
ﬁa:0/:>ﬁb/:()/]

[Prop 3.5g1 "% Ac. A P([SF Va: Vb: Va: Vb:a-b=0'= —a=0 = b=
0Fa-b/=0FS8>a-b =a-b+a;Sl>a-b'=a-b+a>a-b=0>
a-b+a=0;Prop35f>a-b+a=0=-a-b=0=>-a=0=-a-b=
0=-a=0MPra-b+ta=0=-ab=0=-a=0=-a-b=0=-a=
O>a-b+a=0>-ab=0=-a=0 = —-a-b=0 = —a=0;Prop 3.5g, >
—a-b=0=-a=0=-a=0 = -b'=0;Prop35g3>a-b=0=-a=
0=-b=0>-a-b=0=-2a=0=>-a=0=-b=0;Hll>—--a-b=
0=-a=0=-a-b=0=-a=0>-a-b=0=-a=0=-a=0=
-b=0p-a-b=0=-a=0=>-a=0=-b=0>-a=0=-b=
0;Ded>Va:Vb:a-b=0=-a=0=-b=0Fa-b=0F-a=0=-b =
0>ab=0=-a=0=-b=0=ab=0=-a=0=-b =01],po,c)]

[Prop 3.5¢ *2°StVa: Vb:a-b=0 = -a=0 = -b=0]

[Prop 3.5g "% AcAx.P([S F Va: Vb: Prop 3.5g1 > %0 =0 = -Xx =0 = -0 =
0;Prop3.5gy >xy=0=-x=0=-§=0=xy=0=-x=0=-y =
0;99ay>x-0=0=>=x%x=0=-0=0pxy=0=x=0=-y=0=
XyY=0=>=x=0=-y=0>xy=0=-x%x=0=-y=0;Ded>X-y =
0=x=0=-y=0>a-b=0=-a=0 = -b=07,po, )]

6.10 3.5h

[Prop 3.5h St g Va: ma = 0= —Vgpib: ma = b’
Beviset for 3.5.h ville i pyk have set ud nogenlunde som fglgende:

t#£0= (Jy)(t=y)

Part I
L01 premise 0#£0
L02  abbr. LO1 ~(0 =0)
L03 3.2.a 0=0

L04 Lemma 1.1l.c —(0=0)= ((0=0) = (Jw)(0 = w'))
L05 MP,L02,L03 (3w)(0=w')
L06 Ded, L05 (0#0) = (Fw)(0 = w')
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Part 11

LO01: premise (x #0) = Fw)(x =w)
L02: S3 2 £ 0
L03: Taut.: AV-A (x=0)V-(z=0)
L04: premise (x=0)
Lo5: S2 0 =a
L06: FE4 (x =0) = (Fw)(a' =)
LO7: premise —(z=0)
L08: MP,L01,L07 (Fw)(z = w')
L09: rulec x="b
Lio: S2 (Fw)(z' = w')
L11: EFE4 =(z =0) = Fw)(z' =)
!/

L12  Lemma H11,L06.L11 (2’ #0) = (Fw)(z' = w’)
Tilbage er blot at bruge setning S9 for at fuldende induktionsbeviset.
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7 Udsagn 3.7

Vi har kun lavet de indledende definitioner, da hele 3.7 kreever “existential
rule”.

7.1 Definitioner af -V ,;z: =———z=0= —z+X=Y

Vi har makrodefineret folgende definitioner:

[x <y " As A My(t,s,c, [x<y=3Tz: (z#£0Az+x=Yy)]])]

[x <y ™50 MAs A My(t,s ¢, [[x<y=x<yVx=y]])]

[x >y ™5 MAs e My(t, s, ¢, [[x >y =y < X]])]

[x >y " MAs e My(t,s,c, [[x >y =y < X]])]

X £y "M As A My(t,s, ¢, [[x £y = —(x < y)]])]

[x #y "5 AtAsde.Mu(t,s ¢ [[x Ay =y £ x]])]

x|y ™25 At As e My(t, s, ¢, [[x |y = Fz: y = x-2]])]

Ved hjalp af disse definitioner og “existential rule” ville 3.7 kunne bevises.
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A Hj=zlpelemmaer

Til flere af vores beviser har vi brug for nogle hjzlpe-lemmaer, disse er bevist i
det fglgende afsnit

A.1 Liste over hjzlpelemmaer

tmt

[Leml.11c 'Sk Va:Vb: ma=a= b]

tmt

[Corl.10a ™" Sk Va: Vb:Vc:a=bFb=clFa= (]

stmt

[Corl.10b = Sk Va:Vb:Vc:a=b=ckbFa=(]

stmt

[Leml.1la =" St Va: =—a = aJ

[Lem1.11b *®8' S+ Va: a = ——a]

[Prop3.2¢’ "' S+ Va: Vb: Vc:a=b=b=c=a =
[S17°' Sk Va:Vb: Ve:a=b=a=c=b=

]

[Neg’ “° S+ Va: Vb: =b=> wa = b =a=

=3

[Repetition’ *2° S+ Va: a = a]

[Leml.1le *3° S+ Va: Vb: a = b = —b = —a

[Leml.11d St g Va: Vb: —=b = —a = a = b]
[Prop3.2b/ *5' S+ Va: Vb: a=b = b = a
[H10 *®3' S+ Va: Vb: -b =a + —a = b]

[H11 "' S+ Va: Vb: Ve: ma=>bra=ckb=ch

stmt

[Leml.1lg "= S+ Va: Vb:a=bF -a= bk b

[MT *3° S+ Va: Vb:a= bt —b+ —a

A.2 Beviser for hjzlpelemmaer

stmt

[Leml.1lc =" S+ Va: Vb: —a = a = b]

[Lem1.11c "2 A Ax.P([S I Va: Vb: Va: ¥b: —a I Va: Vb: a k-

Repetition > —a > —a; Al’ >a=-b=a;MPra=-b=ara>-b=
a;Al" > -a= b= -a;MP>—-a= -b= —al>-a> b= —a;Neg> b=
—al>-b=a>b;Ded>Va:Vb:akb>a=b;Ded>Va: Vb: -aFa=b>
—a = a = b}, po, )]
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stmt

[Corl.10a = Sk Va:Vb:Vc:a=bFb=cta=(

[Corl.10a ™% AcAx.P([SF Va: Vb: Ve:a=bF b= ck Va: Vb: Vc:a= b
b=cFaFMP>ra=bra>bMP>b=c>b>cDedr>Va: Vb: Vc: a =
bFb=ckFalFc>»>a=b=>b=>c=>a=>c¢cMPra=b=>b=>c=>a=
cra=b>»b=c=>a=c¢MPrb=c=>a=c>b=c>a=c| poc)]

[Corl.10b *3' Sk Va: Vb: Vc:a=>b=>cFbFa=(

[Corl.10b ™% Ae M. P([SF Va: Vb:Ve:a=b=chFbFAY >a=b=c=
a=>b=a=c¢cMPra=sb=c=>a=>b=a=cra=b=c>a=b=

a=cAl'>b=a=bMPp>b=a=b>b>»>a=bMPra=b=a=

c>a=b>a=c|,poc)

stmt

[Leml.1la =" S+ Va: =—a = 3]

[Leml.11a propf A Ax.P([St+ Va: Neg’ > —a= ——a = —a= —a=

a; Repetition’ > —a = —a; Corl.10b> —-a = —-—a = -a= —-a=al>-a=
—a>>» —a= ——a= a;Al’ > ——a = —a = ——a;Corl.10a > ——a = —a =
——al>-a= ——a=a> -a= al,po,c)|

[Lem1.11b MY S Va:a = ]

£
[Lem1.11b "% A Ax.P([S+ Va: Neg’ > -——a = -a= ——-a=a=
—-—a;Leml.1la > —-——-a = -a;MP > ——a=-a=——a=a=
a;Corl.10a>a= —-——a=al>-—ma=a= ——a>»a= —al,po,C)]

[Prop3.2¢/ SEtSFVg:Vb:Vg:gzbébzg:»gzg]

[Prop3.2¢/ propf ACAX.P([St Va: Vb: Vc: Va: Vb: Vc:a=bFVa: Vb: Vc: b=
ckHFProp32c>a=b>b=c>»>a=cDed>Va:Vb:Vc:b=ckFa=c>b=
c=>a=cDed>Va:Vb:Vc:a=bktb=c=a=c>»a=b=b=c=a=
§-|7p07c)]

[S1” *2'St Va: Vb: Ve:a=b=a=c= b=

[S17 P22T Xe A P([S F Va: Vb: Ve: Va: Wb: Ve:a=b - Va: ¥b: Ve:a=c k-
Sl>a=bra=c>b=cDed>Va:Vb:Vc:a=ckb=c>»>a=c=b=
¢;Ded>Va: Vb:Vec:a=blFa=c=b=c>a=b=a=c=b=c],poc)]

[Neg’ "' S+ Va: Vb: =b = —a = —b = a = b
[Neg’ %" Ac.\x.P([S I Va: Vb: Va: Vb: =b = —a I Va: Vb: -b = a -

Neg>—-b= —-ar>-b=a>b;Ded>Va:Vb: -b=akFb>»-b=a=
b;Ded >Va: Vb: -b=—-ak-b=a=b>» b= -a= b= a= b],pg0)]
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[Repetition’ St g Va: a = aj

[Repetition’ propf A Ax.P([St+ Va: Va: a b Repetition > a > a;Ded 1> Va: a -
a>a= é}ap()ac)]

[H10 *° S+ Va: Vb: ~b=a+ —a = b]
[H10 "% A\e.Ax.P([S - Va: Vb: —b = a I Prop3.2b/ >a=b=b =

a;Leml.lle>a=b=>b=a=-b=a=-a=b;MPra=b=5>b
-b=a=-a=bra=b=b=a>»-b=a=-a=bMP>-b=

=a
boa a= —a=
b>—-b=a> —a=b], poc)

[MT *2° S+ Va: Vb:a=bF —b+ —a

IMT "% Ac Ax.P([S - Va: ¥b: a = b —b - Leml.1la > ~—a =
a;Corl.10a>—-—a=ar>a=b> —-a=b;Va:Vb: ——a=bkFk-bF Al >
-b=--a= -bMP>-b= —-—a= -b>-b>»--a= —b;Neg>—--a=
=br>-—-a=b> —a;Ded>Va: Vb: =——ma=bF-bFk-a>-—-a=b=-b=
-a;MP>—-—a=b=-b=-ar>—-—a=b>-b= -a;MP>-b=

—-ab _‘b>> _@mec)}

tmt

[Leml.11le "' S+ Va: Vb: a = b = —b = —a]
[Leml.1le "— Proof 5 e Ax. P([SkVa: Vb: Va: Vb: a= bt Leml.1la>> —-—a =
a;Corl.10a>—-—a=ar>a=b> —-—-a= b;Leml.l1lb>b =

——b; Corl.10a > —-—a = br>b = —-—b> —-—a = —-—b;Leml.11d > —-—a =
-—b=-b=-aMP>-—a=-—-b=-b=-ar-—a=-—-b>»-b=
—a;Ded >Va: Vb:a= bt -b= —-a>a=b= —-b= —al,po,c)]

[Leml.11d SgntSI—Vg: Vb: b = —a = a = b]
[Lem1.11d "% AcAx.P([S F Va: Wb: Va: ¥b: —b = —a I- Neg’ > —b = —a =
-b=a=bAl'>a=-b=aMP>-b=-a=-b=a=b>-b=-a>
-b=a=b;Corl.10arra=-b=ar>-b=a=b>a=

b;Ded >Va: Vb: b= —-aka=b> b= —a=a= b, po,c)]

[Prop3.2b/ *5' S+ Va: Vb: a=b = b = a

[Prop3.2b" "% AcAx.P([S F Va: Vb: Va: ¥b: a =

a;Ded>Va: Vb:a=bFb=a>a=b=b=al,po,c)]

bt Prop 32b>a=b>

\ c‘

[Leml.11g ™' S+ Va: Vb:a= b+ —a= bt b

[Leml.11g Proof . MX.P([SkVa:Vb:a=bkF-a=bF Leml.lle>>»>a=b=
-b=-a,MPra=b=-b=-ara=b>-b= —a;Leml.lle > -a =
b=-b=-—-aMP>r-a=b=-b=-—a>-a=b>-b=
—-a; Neg > -b = ——a > —b = —a > b], po, ¢)]
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stmt

[H11 ™= Sk Va:Vb:Vc: ma=blFa=ckb=cht ¢
[H11 "% Ae M. P([S+Va: Vb: Ve: —a=bla=cFb=ck
Corl.10a>—-a = br>b=c> —a=¢;Leml.1lg>a = c>—-a = c > c|,po, )]
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