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1 Indledning

Folgende er en besvarelse af rapport opgaven pa logik kurset ved DIKU foraret
2005 udarbejdet af Anders Vaaben Andersen. Sigtet med opgaven er at fgre
lzeseren gennem et bevis for [x+y L y + %] med udgangspunkt i Peanos
axiomer. Det er tilstreebt at rapporten kan laeses uden stgrre
forhandskendskab til formel bevisfgrelse, dog forventes et kendskab til de
logiske symboler, samt kendskab til begreberne frie og bundne variable.
Beviset er produceret i pyk sproget hvilket har muliggjort en maskinel kontrol
af bevisets korrekthed og er publiceret pa DIKUS lokale logiweb system. Fra
webadressen

http://www.diku.dk/ grue/logiweb /20050502 /home/vaaben/proofreport /latest /]
kan man hente denne rapport bade som pyk kildetekst, som LaTeX fil, som dvi
eller som pdf. Yderligere kan man pa den ovenstaende URL se at Logiweb
siden er godkendt.

Siden er baseret paden oprindelige "Peano’ side af Klaus Grue og alle dens
konstruktioner er inkluderet direkte pasiden. Denne side kan findes pa
http://www.diku.dk/ grue/logiweb/20050502/home/grue/peano/GRD-2005-
06-22-UTC-07-23-31-271829/

Fokus vil primeert veere pa hvorledes et formelt bevis forlgber samt metoder til
at undga at beviserne bliver for store og uoverskuelige. Der vil undervejs blive
refereret til ssetninger fra [2] desuden vil beviserne i hovedtraek veere fort pa
samme made.

2 Logiweb

Kort fortalt er Logiweb [1] et system til at publicere sider med matematisk
indhold, hvor korrektheden af det matematiske indhold bliver kontrolleret af



Logiweb serveren. En Logiweb side starter som en pyk kildetekst, der
indeholder fglgende elementer:

e PAGE, som definerer sidens navn.

e BIBLIOGRAPHY, referencer til andre Logiweb sider, hvorfra pyk
konstruktioner importeres.

e PREASSOCIATIVE/POSTASSOCIATIVE der bestemmer
associativitets regler samt hvilke konstruktioner, der skal importeres fra
siderne i bibliografien.

e BODY indeholder kroppen af en TeX fil med pyk konstruktioner
indlejret.

Pyk konstruktionerne bliver dels oversat til et binaert format der kan laeses af
logiweb serveren og dels oversat til TeX. Den binaere version bruges til at
checke sidens korrekthed, mens TeX versionen automatisk bliver oversat til dvi
og pdf nar pyk compileren er feerdig.

Noget egentligt kendskab til Logiweb forudsaettes ikke i det fplgende da pyk
compileren i samarbejde med TeX producerer laeselig matematisk notation.
Safremt leeseren har et gnske om at tilegne sig yderligere kendskab til logiweb
systemet kan hevises til base page som denne rapports Logiweb side inkluderer
(http://www.diku.dk/ grue/logiweb/20050502/home/grue/base/latest/).
Alternativt kan man hente kildeteksten fra den URL, der blev nsevnt i
indledningen. Hvis man allerede er fortrolig med TeXs syntaks burde det veere
nemt at identificere de dele der bliver fortolket af pyk kompileren. De
forskellige centrale pyk konstruktioner kan desuden ses i fodnoterne
efterhanden som de bliver introduceret mens appendix A indeholder alle de
knap sa centrale.

3 Peano aritmetik

Som naevnt indledningsvis vil rapporten gennemga et formelt bevis for
seetningen [Vx: Vy: x4y £ y +x]. Peanos axiomer der vil blive benyttet som
udgangspunkt for beviset er en axiomatisering af de naturlige tal samt
symbolerne plus, gange og lighed. Pa et intuitivt plan er axiomerne oplagt
sande udsagn om de naturlige tal, men hvad der er knap sa oplagt er at de
medfgrer grundlaeggende egenskaber som associativitet, distributivitet og den
egenskab som vil blive vist i det fglgende: kommutativitet.

Hvor man i de fleste matematiske tekster vil undlade detaljer der ma betragtes
som indlysende vil beviset i det efterfplgende veere udpenslet saledes at
enhvert argument kan spores tilbage til axiomerne. Hovedmotivationen for
axiomatisering og formel logik har netop veeret at give matematik et sa solidt
grundlag at intet var overladt til intuition, samt undgade paradokser der
opstod af et for lgst matematisk fundament.



3.1 Symboler i Peano aritmetik
3.1.1 Termer

Termer er opbygget af folgende symboler:

e Variable, der repraesenteres af de sma bogstaver fra det engelske alfabet:
] - [2]. [0 2 “peano zero”][0 1 «
\dot{0}”] svarer til symbolet nul. Alle andre tal defineres induktivt som

k .
efterfolgere [x 25 “x peano suce”][x = “#1.”], af hinanden.

e Derudover kan termer indeholde plus [x +y PYE peano plus
9 i tex
7 [x+y = “H1.
\mathop{\dot{+}} #2.”]

. pyk . )
o Gange [x'y ™5 “ peano times *"][x 1y "= “#1.

\mathop{\dot{\cdot}} #2.”].
3.1.2 Formularer
Formularer er opbygget af:

e Lighed [x Zy BYS peano is *”][x Ly tex “de].
\stackrel{p}{=} #2.”] mellem termer.

. . pyk . tex
e Negation [x — “peano not *”][-x —

\dot{\neg}\, #1.”] af en formular

[] Imphkatlon [X = y Iﬁ( “x peano lmply *”][X = y tﬁf 44#1.
\mathrel{\dot{\Rightarrow}} #2.”] mellem formularer.

e universel kvantifisering [Vx: y el “peano all x indeed *”][Vx: y ¥«

\dot{\forall} #1.

\colon #2.”] af en formular.

Bemeerk at implikation i det fglgende er hgjre associativ modsat konventionen
i Mendelson.

3.1.3 Andre symboler

Derudover kan folgende almindeligt kendte symboler umiddelbart defineres
udfra de ovenstaende:

e Een: [i Ri “peano one”][1 =X «
\dot{1}"] som

[1 macro /\t,)\s.AC-M4(tvS’ c, Hl = O’ﬂ)]



e To: [2 iy “peano two”][2 1 «

\dot{2}"] som
[2 ™2 At As. Ae. Mu(t,s, ¢, [[2 = 11])]

o Logisk og: [x Ay VX 4 peano and W] [x Ay X e
\mathrel{\dot{\wedge}} #2.”] som

X Ay "M s A My(t,s, ¢, [[x Ay =5 (x = =y)]])]
. . pyk . tex
e Logisk eller: [x Vy = “x peano or *”][x Vy = “#1.
\mathrel{\dot{\vee}} #2.”] som

[x Vy "5 A As A My(t,s, ¢, [[x Vy = Sx = y]])]

e Biimplikation: [x &y PV peano iff «”][x &y tex “H1.
\mathrel{\dot{\Leftrightarrow}} #2.”] som

macro

X<y At As A My(t,s,c, [[x &y = (x=>y) A (y = x)]])]

e Eksistens: [Ix:y iy “peano exist  indeed *”][3x:y = ¢
\dot{\exists} #1.
\colon #2.”] som

[Fx:y "2 At As A My (t, s, ¢, [[3x:y = = ¥x: —y]])]

Symbolerne er defineret som makroer, dvs pyk compileren erstatter dem med
definition fgr siden bliver kontrolleret. Jeg har dog valgt udelukkende at holde
mig til de oprindelige symboler da jeg synes det gor det vaesentligt nemmere at
overskue korrektheden af et bevis end nar forskellige symboler deekker over
helt aekvivalente udsagn.

Det skal bemarkes at hvor Mendelson skelner i sin notation mellem termer og
formularer, sa er der i den underliggendende pyk implementation for denne
rapport benyttet sakaldte metavariable til bade termer og formularer. Dog kan
man altid udlede af konteksten hvad et symbol repraesenterer sa det burde ikke
skabe forvirring.

3.2 Axiomer

Axiomerne er det fundament hvoraf szetningerne i en teori kan opbygges. Lgst
sagt kan man beskrive dem som de 'grundantagelser’ der er ngdvendige for
man kan drage konklusioner om noget som helst. Peano aritmetikken bestar af
14 axiomer samt 2 slutningsregler, hvoraf de 5 forste axiomer er de logiske
axiomer, der er fzlles for alle forste ordens teorier, mens de 9 ’segte’ axiomer
er specifikke for Peano aritmetik.

System [S’/ Ay “system prime s”][S’ *F ¢

S?”}



[S’Stmtvafa—i-p Laib ovavb:tb=>a= b>a>ba

Va:Vb:aZb=a £ b & Va: Vba:bl—al—b@VaVba’Bb’:}a—
b @ Va:Vb:a = b = a @ Vx: Va: Vb: nonfree([x], [a]) F Vx:a = b= a =
Vx:b @ Va:Vb:a:b' £ a@Vaat0ZadVavbVeca>b=c=

a‘b
a=>b=a=c®VaVvbh:Vca
Va: Vb: Vc: ¥x: b=(a|x := >H—g
Va: =0 £ a’ ¢ Vx:Va:a b Vx: a @ Vc: Va: Vx: Vb: [a]=([b]
Vx:b = a®Va:ai0 £ 0

3.2.1 De logiske axiomer

De logiske axiomer beskaeftiger sig ikke med termer men udelukkende med
sammenhaenge mellem formularer. Al - A3 er de grundlaeggende for formelle
teorier, mens A4-A5 yderligere fastleegger en forste ordens teori.

Pyk : . tex
[Al" = “ax1om prime a one”][Al" =

A1), [A2' P VX “axiom prime a two”|[A2/ 1 «
A27] A3 =S ¥ “axiom prime a three” J[A3 5 «
A37], [A4’ P VX “axiom prime a four”][A4’ <X «

A47], og [AY = VY “axiom prime a five”][A5 < «
A57]

(A1 ™S Varvbia = b = al[A1 P Rule tactic]

(A2 ' S |- VarVb:Ve:a = b= c=>a= b= a= A2 "%
Rule tactic]

[A3 "' S/ |- Va: Vb: b = a = b = a = b][A3' "% Rule tactic]

[A4 "B S' b ve: Ya: Wx: Vb: [a] =([b][x] := [c]) - Vx:b = a][A4’ P
Rule tactic]

[AF "= Ut S/ 1 Wx: Va: Vb norffree([ﬁ, [a]) Vxia=>b=>a=
Vx: b][A5 "= Proof pole tactic]

Bade axiom A4 og A5 har sidebetingelser for deres anvendelse. Ads
sidebetingelse kraever at [c] er fri for [x] i [b]. [x] kan eventuelt veere lig [c]
Abs sidebetingelser er at der ikke findes nogen frie forekomster af [x] i [a].

3.2.2 Slutningsregler

De to slutningsregler Peano aritmetik er:

[MP’ 2 rule prime mp”][MP’ = «

MP”] og [Gen’ YK wpple prime gen”][Gen’ tex «

Gen”’ ]



[MP" 8 ' - Va: Vb:a = b - a - b [MP' "' Rule tactic]

[Gen’ St gr Vx: Va:a b Vx: a][Gen’ Proof Rule tactic|

Bemaerk at begge regler benytter symbolet - . Symbolet betyder at det der
star efter det sidste - symbol kan konkluderes hvis man allerede har vist de
formularer, der star foran F symbolerne. Intuitivt svarer det til symbolet =
men med den afggrende forskel at = er et symbol i Peano sproget mens
betyder at det er en forudsatning der skal veere opfyldt for man kan bruge en
seetningen eller reglen. Modus ponens der er den primeere logiske
slutningsregel ger os i stand til at slutte [b] nar man allerede har vist [a = b]
hvis man allerede har vist [a]. Jeg vil senere komme ind pa hvorledes man kan
konstruere et bevis for at [a = b] nar man har et bevis for [a F b].

I det fglgende vil jeg betegne det der star foran - som en ’forudssetning’, mens
jeg vil betegne det der star foran = som en ’hypotese’. Desuden vil jeg for
seetninger med flere hypoteser ( f.eks [i = h = a] ) betegne hypotesen leengst
til venstre som den fgrste eller forreste mens jeg for forudssetninger vil betegne
forudsaetningen leengst til hgjre som den forste eller forreste.

3.2.3 De xgte axiomer

De sidste 9 axiomer er regneregler, der fastleegger egenskaberne for plus, gange
og lighed. Axiomerne der er valgt afviger en smule fra dem, der er beskrevet i
Mendelson idet Mendelsons axiomer udtaler sig om forhold mellem variable
mens disse axiomer udtaler sig om forhold mellem termer. De to axiomssaet er
dog fuldsteendigt sekvivalente og kan hver isser nemt udledes fra det andet.
Bemeark det sidste og meget centrale axiom. Det er dette axiom, der tillader
induktionsbeviser, hvilket bliver essentielt i de tre store afsluttende ssetninger
fra Mendelson.

[S1’ Y “axiom prime s one”][S1/ ° «

S17], [S2 P “axiom prime s two”][S2’ X «
S2], [S3 P “axiom prime s three”][S3’ X «
S37], [S4/ P “axiom prime s four”][S4/ X «
S47], [S5 P “axiom prime s five”][S5’ feX «
S5, [S6’ P Caxiom prime s six”][S6’ ¥«
S6”], [ST’ P “axiom prime s seven”|[S7’ X«
S77], [S¥ PYE “axiom prime s eight”][S8’ tex «
S8, [SY’ P Caxiom prime s nine”][S9Y’ e«
S9™].

roo

[S1°8' S/ - Va:vb:Vea 2 b= a 2 ¢ = b 2 ¢][S1 ™% Rule tacti]

(52 "'’ - Va: vbia £ b = 2’ £ |[$2' P Rule tactic]



[83/ Stj}lt S+ Va: —|0 L a’} [83/ prOOf Rule taCth]

[S4/ "' S/ b Va:Vb:a’ £ b = a £ pJ[S4/ P P Rule tactic]

85/ "5 S' - Vara + 0 2 a][85' ™ Rule tactic]
[S6 58" - Va: vbra +b' £ 2 +b[S6" 2 Rule tactic]
[S7/ U2 S/ - va:a 0 2 0][S7 P2 Rule tactic]

(S8 "8 S - Va: ¥b:ath' £ a b4 a][S8' P Rule tactic]

[SY S S/ | Wa: Vb: Ve: Vx: b=(ajx ;== 0) - c=(alx:=x) b => Vx:a =
c = Vx: a|[SYy’ progf Rule tactic]

4 Seetninger

Som naevnt indledningsvis vil beviset blive fort fra bar bund. Dvs de eneste
linjer der kan bruges i beviset er axiomer, slutningsregler eller ssetninger, der
er bevist pa denne logiweb side. Jeg vil i nogle tilfeelde praesentere beviserne i
omvendt reekkefglge saledes at man pa forhand kan se at de enkelte lemmaer
tjener et formal. I hovedtraek vil beviserne folge de beviser, der er beskrevet i
Mendelson, men specielt i forbindelse med brug af setning 2.5 (Deduktions
seetningen) vil der blive foretaget nogle afvigelser.

Indledningsvis vil jeg dog bevise nogle helt grundlaeggende egenskaber ved
Peano aritmetik. Det allerfgrste resultat der skal vises er folgende:

4.1 Mendelson Lemma 3.2 (a)

[L3.2(a) X “emma prime 1 three two a”][L3.2(a)’ “% “L3.2(a)”]

Det forste bevis stammer fra den oprindelige Peano side og da beviset er
rimeligt simpelt er det en god introduktion til hvordan et formelt bevis ser ud:
[M3.2(a) X “mendelson three two a” |M3.2(a) — e«

M3.2(a)”]

[L3.2(a) stmpt S"Va:a L a

[L3.2(a) "2 A AxP([S' F Va: S5’ > a+ 022,81 >a+02a=af02
a=aZaMPratlZaatlfazsalaratiZa>aiita=
aZaMP'pat0ZazazaratiZa>asal,py,c)

Den allerfgrste linje siger at beviset geelder for vilkarlige [a].
Linje 2 og 3 instantierer axiomerne S5 og S1. Bemeerk at for linje S1 i linje 3
er [c] og [b] valgt lig [a] saledes at de to hypoteser er lig hinanden og



konklusionen er det gnskede resultat. Samtidig er S5 i linje to valgt sa den
matcher de to hypoteser i linje tre.

Derfor kan beviset nemt afsluttes ved at bruge modus ponens med linje to pa
linje tre og derefter en gang til med linje to pa linje fire.

Bemaerk brugen af trekant symbolet. For hver forudssetning til en regel eller
saetning beskriver udtrykket efter et af trekantsymbolerne hvordan
forudsaetningen er overholdt. Fremover vil modus ponens dog istedet veere
repraesenteret ved symbolet &> mellem de to forudssetninger.

4.2 Mendelson Lemma 3.2 (b)

I sit bevis for naeste bevis benytter Mendelson fglgende tautologi
[a=b=c=b=a= ], men som det kan ses af beviset er der benyttet en
lidt anden seetning.

[M3.2(b) 2 < Jemma prime 1 three two b”][M3.2(b) ©¥ “M3.2(b)”]

[M3.2(b) "' S F vVt £ r = r £ 4]

IM3.2(b) "X A A P([S F VeSSl >t 2r=t 2t r 24 L32(a) >t 2
EMLI0b) >t Er>tEt=>rftntEe>tEr=rEt] po,c)

Den afggrende observation her er at tautologien ovenfor essentielt svarer til
M1.10(b), der udsiger [a => b = cF bF a = b]. Som det kan ses af beviset er
det netop denne regel der er benyttet den afsluttende linje. M1.10(b) opnas
ved en enkelt anvendelse af deduktions seetningen (M1.9) pa folgende trivielle
seetning:

[M1.10(b_) VX “mendelson corollary one ten pre b”][M1.10(b_) = «
M1.10(b_-)"]

[M1.10(b_) "' &' - Va:Vb:Vc:a = b=> ckF brak ¢
IM1.10(b_) 2" X\e M. P([S' F Va: Vb:Ve:a = b=>chbFak MP >a= b=
c>a>b=¢MP' >b=c>b>cl, po,c)]

Bemeerk at jeg kalder seetningen M1.10(b_) selv om den ikke er naevnt i
Mendelson. Navnet skyldes at den svarer til M1.10(b) hvor M1.10(b) i stedet
for den fgrste forudssetning har en hypotese.

Problemet er nu at M1.9 ikke bliver bevist formelt saledes at man uden videre
kan introducere det pa siden og rent faktisk geelder M1.9 ikke ubetinget for
fgrste ordens teorier. Til gengaeeld praesenteres en betinget version for fgrste
ordens teorier, hvor der tages forbehold ved brugen af Gen i beviser:

M2.5: Antag at der i et bevis for [b I ¢] ikke benyttes Gen pa en linje som
atheaenger af [b] saledes at den kvantifiserede variabel er en af [b]s frie variable.
Da eksisterer et bevis for [b = ¢

Hertil bemeaerkes at ovenstaende bevis ikke benytter Gen og korollar 1.10
gaelder derfor ogsa i fgrste ordens teorier.



Beviset er dog langt fra feerdigt idet M2.5 ikke er et formelt bevis og derfor
ikke uden videre kan inkluderes pa siden. Beviset er derimod konstruktivt, dvs
den skitserer en algoritme til at konvertere et bevis for en seetning med en
forudssetning til et bevis, for en sztning med en tilsvarende hypotese.

4.2.1 Deduktions algoritmen

I forste omgang beskrives den 'ra’ ufortolkede version af
deduktionsalgoritmen. Indledningsvis ekspanderes alle beviser saledes at
beviset udelukkende bestar af hypoteser, axiomer og de to regler. Deduktions
algoritmen for at sendre en forudsaetning til en hypotese [h] forlgber saledes,

hvor de saetninger der refereres til folger umiddelbart efter:

e Hypotesen erstattes af 5 linjer der, viser at [h = h], hvor de 5 linjer
svarer til beviset for [M1.7]

e En linje bestaende af et axiom pa formen [a] erstattes af tre linjer, der
viser at [h = a] med to linjer der svarer til [Tilfgjhypotese] samt det
oprindelige axiom.

e Tilsvarende erstattes en linje med modus ponens der virker ved
[a=>bF al b] med 3 linjer, der udfgrer [h ==a=bkh=-ak h=b]
svarende til [MP1]..

e En linje med Gen erstattes af 3 linjer, der erstatter [Vx: a] med
[h = Vx: a] svarende til [Gen].

e For hver linje over hypotesen tilfgjes 2 linjer svarende til [Tilfgjhypotese].

Folgende fire ssetninger stammer fra den oprindelige Peano side og er yderst
anvendelige nar man vil konvertere et bevis med forudsaetninger til et bevis for
en seetning med en forudsaetning mindre.

Lemma [M1.7 X “mendelson one seven”|[M1.7 gt
M1.77], svarer til M1.7 og udsiger:

[M1.7°2" S F vb: b = b]

IMLT P2 Xe A P([S' F Vb: Al >b=>b=>b=>b;A2 >b=>b=>b=>b=>
b>b=>b=3b=>bMP>b>b>b=3b>b=>b=>b>b=>brb=>b=>
b=>b>b=3b=>b=>b=>bAl'>b=3b=>bMP' >b=>b=>b=>b=
b>b=b=b>b= bl poc)]

4.2.2 Hypothetitisk modus ponens

Hypotetisk modus ponens [MP], edy “hypothetical rule prime mp”][MP} e «
MP’_h”] tillader brugen af modus ponens 'bag’ en hypotese. Dvs. begge
forudsaetninger samt konklusionen har den samme hypotese.

10



[MP, *™"S’ |- Vh:Va: Vb:h = a=>bFh=>ak h=>b]

IMP!, P Ae A P([S' F Yh:Va:Vbth=>a=>bFh=ak A2 >h=a=b=
h=a=h=>bMP>h=>a=>b=>h=>a=>h=>b>h=>a=b>h=a=
h=bMP' >h=a=h=b>h=a>h= bl o)

Hvor de tre sidste linjer er dem, der blev naevnt i algoritmen.

4.2.3 Tilfgj hypotese

“

Lemma [Tilfgpjhypotese ey “hypothesize” ][ Tilfgjhypotese tex
Tilf\o j hypotese”] tillader som tilfgje en vilkéarlig hypotese til forudssetningen:

[Tilfajhypotese st gr Vh:Va:at h = a

[Tilfgjhypotese proof A A P([S'FVh:Va:ak Al" > a=h=a;MP' >a=
h=a>a>h=al,po,c)

De to nederste linjer samt forudgaende instantiering af selve axiomet udggr de
naevnte tre linjer

4.2.4 Hypotetisk generalisering

Hhypotetisk generalisering [Genj, i “hypothetical rule prime gen”|[Gen] — e
Gen’_h”] tillader som ved hypotetisk modus ponens at man kan benytte Gen’
'bag’ en foranstaende hypotese h:

[Genj, St gr Vh: Vx: Va: non.free([ﬁ, [hhDtHh=ath= Vx: a

[Gen?, P2 A Ax. P([S' b Vh: Vx: Va: nonfree([x], [h]) #h => a+ A5 >
nonfree([x] [h])>Vx:h=a=h=Vxa;Gen'>h=>a>V¥xh=>
a;MP' >Vx:h=a=h=Vxa>Vxh=a>h=Vxal,po,c)

De tre sidste linjer er dem, der fremkommer af deduktions algoritmen.

4.2.5 Korollar M1.10b

Med disse redskaber kan vi nu returnere til beviset for

[M1.10(Db) V¥ “mendelson corollary one ten b”][M1.10(b) ¥«

M1.10(b)”]. Husk at beviset for M1.10(b_) netop svarer til M1.10b bortset fra
at konklusionens hypotese indgar som en forudsatning.

[M1.10(b) "5° S’ Va: Vb:Ve:a=> b => c - bFa = ¢

Det resulterende bevis er oversat linje for linje fra M1.10(pre-b)med de
ovenstaende regler:
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proof

[M1.10(b) "= Ac.Ax.P([S’ F Va:Vb:Vc:a = b = ¢+ b I Tilfgjhypotese > a =
b= c¢>a=a= b= ¢ Tillgjhypoteser-b > a = b; M1.7 >> a = a; MP| >a =
a=b=>cra>a>a>b=>cgMP ra=>b=cra=b>a=c|,poc)

Hvis man ikke teeller den enkelte define med er beviset nu blevet en linje
leengere for hver af de to resterende forudssetninger, men svarer ellers
fuldsteendig til det oprindelige. Det er dog veerd at bemaerke at eftersom [a] er
identisk med [h] konkluderer den fgrste modus ponens at [a = b = ¢] hvilket
stadig haves som forudseetninger, hvilket gor linjen overflgdig.

Med beviset for M1.10(b) er beviset for M3.2(b) samtidig blevet afsluttet. Det
kan sikkert virke pa laeseren som en ungdvendigt detaljeret gennemgang af et
ikke szerligt kompliceret bevis, men metoden med brug af ssetninger, der kun
modificerer konklusionen og ikke hypotesen af et udsagn, viser sig helt
uundveerlig i de senere induktionsbeviser.

Hvor Mendelson i sine beviser hver gang starter med en forudseetning som han
til sidst sendrer til en hypotese ved brug af deduktions ssetningen (M2.5),
bliver man her ngdt til at sleebe hypotesen med fra start til slut. Netop derfor
er det afggrende at have de ssetninger, der tillader at hypotesen kan ignoreres.

4.3 M3.2(c)

Den neeste saetning, der bliver brug for minder i udpreeget grad om axiom S1,
men med termerne permuteret saledes at den ikke kan opnas ved en direkte
anvendelse af axiomet:

[M3.2(c) P« Jemma prime 1 three two ¢”][M3.2(c) ¥ “M3.2(c)”]

M3.2(c) "B' S Fvt:VrVst Zr=>rZsst L)

IM3.2(c) "2 Ae M P([S F VYtV Vs: S > r2t = r 2 s =t 2 5 M3.2(b) >
t

t2r=sr2eMLI0G) Bt 2 r =y
§:.>£g§Lp07c)}

Som det kan ses kan termerne i axiom S1 veelges saledes at den resulterende
tautologi kun afviger fra det gnskede i den forreste hypotese. Desuden
fortaeller foregaende seetning at den forreste hypotese er lig den forreste
version. For at na resultatet benyttes endnu et korollar M1.10(a).

[M1.10(a) V¥« mendelson corollary one ten a ”][M1.10(a) *= “M1.10(a)”]

[M1.10(a) "' &’ I Va:Vb:Vc:a = b b => cFa => ]

proof

[M1.10(a) "= Ac.Ax.P([S'FVa:Vb:Vc:a=bkb=cFML7>a=
a; Tilfgjhypotese > a = b > a = a = b; Tilfgjhypotese > b =>c>a=b =
GMP,>a=>a=bra=a>a=bMPjra=>b=c>a=b>a=c|,poc)

Beviset konstrueres helt analogt til M1.10(b)
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4.4 M3.2(d)

Ligesom foregiaende saetning minder M3.2(d) om axiom S1, men i dette
tilfeelde kan saetningen ikke instantieres fra de forudgaende saledes at det kun
er forreste hypotese der afviger fra det gnskede. Udgangspunktet for
seetningen bliver M3.2(c) der instantieres saledes at konklusionen svarer til
konklusionen for den gnskede seetning.

Der har indsneget sig en mindre fejl i Mendelson idet beviset for M3.2(d)
resulterer i [s Byl 2 s], mens det han oprindelig kalder M3.2(d) er
[r L t=s L t=r L s|. Seetningerne er essentielt forskellige dvs, man kan ikke
bare instantiere den anden version ved at bytte om pa termernes navne. Da de
folgende resultater kraever begge versioner har jeg kaldt den szetning
Mendelson far vist for M3.2(d)(I), mens seetningen som den bliver beskrevet
indledningsvis er kaldt M3.2(d)(II).

M3.2(d)(1) "2 S’ Fvt:VrVss 2t rZt=r 2

[M3.2(d)(I) = VX« Jemma prime 1 three two d one”][M3.2(d)(I) X “M3.2(d) (D7]

[M3.2(d)(1) 2" Ac A P([S F VeV Vs M3.2(c) > r2t >t 2s = 2
sMl10(b+)>r§§:>L§§:'>[§§>>§§§:'>[§L:'>[§§, 32(b)>>§§
t:>t—sl\/[110() psZt3tZsptZsarZtarsssftar i

r £ 5], po,c)]

Den helt afggrende linje i ovenstaende bevis er nummer fem, hvor en ny
version af korollar 1.10(b) benyttes (jeg har kaldt den korollar M1.10(b. ), selv
om denne formulering af ssetningen heller ikke findes i Mendelson). I den nye
version a M1.10(b,) er endnu en forudseetning fjernet og tilfpjet som hypotese.
At foregaende version ikke er tilstraekkelig kan ses af at den bagerste hypotese
ikke leengere er en tautologi som i beviset for M3.2(b) (hvor man benyttede

det allerede viste [t £ t])

Beviset for korollar M1.10(b) indeholder ligesom beviset for M1.10(b_) ikke
nogen linjer der bruger Gen. Derfor kan vi uden bekymring bruge deduktions
algoritmen endnu en gang, men spgrgsmalet er nu hvorledes dette ggres
nemmest. Problemet med deduktionsalgoritmen er at den ekspanderer et bevis
ganske voldsomt. Et bevis med n linjer og en enkelt forudssetning, der skal
fjernes vokser til et bevis med 3n+2 linjer og tilsvarende vil yderligere fjernelse
af forudseetninger fabeviset til at vokse med ca. en faktor tre.

Men inspireret af beviset for M1.10(b), hvor der fandtes en metode til at
oversatte beviset linje for linje til et bevis af essentielt samme stgrrelse, vil jeg
nu forgge at generalisere metoden sa jeg kan fjerne to forudssetninger uden at
beviset vokser eller bliver uleeseligt

Jeg har dog undladt Gen, da den ikke er ngdvendig til beviset.

“

Lemma [Tilfgpjhypotese Lcdy “hypothesize plus plus”][Tilfgjhypotese tex
Tilf\o j hypotese_+7] tillader som tilfgje en vilkarlig hypotese til
forudssetningen
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[Tilfgjhypotese “3" S’ I Vi: Vh: Vaza i = h = a

[Tilfojhypotese, "% Ac.\x.P([S' - Vi: Vh: Va: a - Tilfajhypotese > a > h =
a; Tilfgjhypotese > h = a > i = h = a], po, ¢)]

Ved ovenstaende er der snydt lidt i den forstand at beviset ikke bygger pa
deduktions algoritmen. Beviset kan dog stadig uden videre generaliseres til
flere hypoteser.

Hypotetisk modus ponens [MP} + By “hypothetical rule prime mp plus
plus”|[MP] + o«
MPLh-ﬁ-”]

[MP}+ *25' S’ |- Vi: Vh:Va: Vb:i =+ h =>a=> bk i=>h=>aki=h=b
[MP/+ "% Ae A P([S F VirVh:Va:Vbi > h = a=>bri=h=akF A2 >
h=a=b=h= a= h= b;Tilfgjhypotese>>h=>a=b=h=a=h=
b>i=h=a=b=>h=>a=>h=>bMP,>i>h=>a=>b=>h=>a=>h=>
bri>h=a=b>i=>h=>az>h=>bMP,>i=h>a=>h=>b>i=
h=a>i=h=b],po,c)

Modus ponens generaliserers umiddelbart til to hypoteser ved at konvertere
beviset for modus ponens med en hypotese. Bemaerk at beviset stadig
ekspanderer med en enkelt linie, hvilket skyldes at axiom to ikke pa forhand er
bevist i en hypotetisk udgave. Der er dog stadig ingen problemer med at
beviset ekspanderer ukontrollabelt ved yderligere generalisering idet man ved
endnu et gennemlgb af algoritmen erstatter 'Tilfgj hypotese’ med "Tilfgj
hypotese+’.

Det er knap sa abenlyst hvordan man introducerer forudseetning nummer to
[b] som en hypotese. Husk at hvis der i det oprindelige bevis er blevet benyttet
[b] vil der efter fgrste gennemlgb af algoritmen veere en 'Tilfgj hypotese’ der
forteeller at [a = b]. Men nar forudsaetningen [b] fjernes er ovenstaende ikke
leengere sandt og hvor man i de gvrige tilfzelde kan erstatte 'Tilfgj hypotese’
med 'Tilfg] hypotese+’ sa er forudseetningen for brug af lemmaet ikke leengere
til stede.

Algoritmen fungerer ikke desto mindre stadigvack sa det man skal huske er at

fahypoteserne introduceret korrekt. Hertil bruges: [M1.7, P “mendelson one

seven plus plus”|[M1.7, < «
M1.7_+7].

[M1.7, "' S’ + Va: Vb: b = a = b]

IML.74 P2 A A P([S' F Va:Vb: ML7 > b = b; Al > b = a =
b; Tilfgjhypotese>b=>a=b>b=>b=a=bMP,>b=>b=>a=

b>b=b>b=a= b],py,c)]
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Hvor M1.7 bliver brugt til at introducere forste hypotese bliver M1.7, bliver
brugt til at introducere hypotese nummer to.

M1.7, kan ligeledes generaliseres til flere hypoteser. Man skal dog vaere
opmarksom pa at mens de tre nederste linjer skal igennem algoritmen igen, sa
den tilsvarende regel med en hypotese mere, sa skal linjen der instantierer
M1.7 forblive ubergrt.

Ovenstaende er et bevis for axiom Al og kunne derfor nemt vaere undvaeret.
Men hvor man ved to hypoteser far setningen forzerende vil man ved f.eks tre
hypoteser skulle vise [c = b = a = ¢] som kan vises med udgangspunkt i
M1.74++ .

For nu at vende tilbage til udgangspunktet:

Lemma [M1.10(by) PYX “mendelson corollary one ten b plus

plus”][M1.10(by ) = «
M1.10(b_+)"]

[M1.10(b,) *3" &' - Va: Vb: Ve:a = b => c k- b = a = (]

[M1.10(by ) 2" Ae A P([S' F Va:Vb: Vera = b= ¢ - M7, > b = a =

b; M1.7 > a = a; Tilfgjhypotese > a = a > b = a = a; Tilfjhypotese; > a =
b=c>b=a=a=>b=>¢MP,+>b=>a=>a=>b=>c>b=a=a>
b=>a=b=>cMP,+>b=a=>b=>c>b=a=b>b=>a=c],poc)]

Hermed er beviset for seetning M3.2(d)(T). Seetning M3.2(d)(II) felger
umiddelbart:

Il

[M3.2(d)(I1) ™8 &' - Ve: Vr:Vsir 2t = s L

t=>r=g

[M3.2(d)(II) 2 « lemma prime 1 three two d two”][M3.2(d)(II) X “M3.2(d)
(7]

IM3.2(d)(I1) % A P([S F VeV Vs M3.2(d)(I) > s 2t = r2t=r 2
sMLIO(b ) >sZt=>r2t=arZssr2tas 2t 2
De beviste seetninger giver os nu fglgende fundamentale egenskaber ved lighed:
e M3.2(a): refleksivitet
e M3.2(b): symmetri

e M3.2(c+d): transitivitet (delvis, men tilstraekkeligt til vores formal)

4.5 Flere hypotetiske lemmaer

Jeg kan allerede nu afslgre at der ikke kommer flere s@tninger, hvor
handtering af to hypoteser er ngdvendigt. Til gengeeld vil der veere flittig brug
af seeningerne, der handterer en enkelt hypotese. Dertil vil fglgende simple
seetninger hjzelpe med at holde beviserne korte og overskuelige idet man
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slipper for at instantiere 'Tilfgj hypotese’ hver gang man instantierer et lemma
eller axiom.

[M3.2(a)y Ri “hypothetical three two a”][M3.2(a), -

M3.2(a)-h"]

[M3.2(a), "2 S’ b Vh: Vi h = t 2 4]

proo

[M3.2(a)y, AC A P([S" F Vh: Vt: L3.2(a)’ > t £ t; Tilfgjhypotese > t = t >>
h:}Igﬂ,pov )]

[M3.2(b)h Pyk “hypothetical three two b”][M3.2(b), = tex
M3.2(h) h7]

[M3.2(b)y 2" S’ F Vh: Ve Wrih = t 2 1 h = r 2 t][M3.2(b)y 2" Rule tactic]

IM3.2(b)s P2 Ac A P([S FVhiVEVrh =t 2 rF S >t 2rst 2t 2
t t :

;;TilfmhypoteseDLZ[:>127:}[g >h=tZ2r=2t2t [QL;MP{ID
h=tZr=2t2t=>rZtoh=3tEr>h=>t 2t r 25 M32(a), > h=
tZtMP >h=tZt=>r2t>h=>t2t> h=r=t],po,c)

[M3.1(S2")y, Ry “hypothetical three one s two”|[M3.1(52'); - «
M3.1(S2’) h”]

[M3.1(S2), 3" ' k- Vh: Vt: Vrrh > t Z2r - h =t/ 2 ¢/]

[M3.1
r’:Ti lf@Jhypotese >ty
YR rbhst2rshst

tex «

[M3.1(S1")y, iy “hypothetical three one s one”][M3.1(S1"), —
M3.1(S1’)h”]

[M3.1(S1), 88 ' F Vh:Ve:VrVssh =t Zr-h = t2skh=r 2

HTJ

[M3.2(c)n i “hypothetical three two ¢”][M3.2(c)y, —
M3.2(c)h”]

[M3.2(c), "' S’ FVh:Ve:Vr:Vssh >t 2rkh=rZsk-h=3t 2
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tcx «

[M3.1(S5")y, Ry “hypothetical three one s five”][M3.1(S5"), —
M3.1(S5) h"]

[M3.1(S5 ), 3" S’ - Vh: Vt:h =t +0 2 ¢

[M3.1(S5")y, PO N Ax. P([S' + Vh: Vt: S5’ > t + 0 £ t; Tilfojhypotese > t + 0 £
t>h=t+0=1t],po,0)]

tex «

[M3.1(S6)1, iy “hypothetical three one s six”|[M3.1(S6"), =
M3.1(S6’)_h”]

[M3.1(S6' ), 3" S’ b Vh: Vt: Vrih => t+r/ £ t 1]

pro of

[M3.1(S6')y, ACAXP([S' F Vh: Vi Vr: S6' > t+r' £
t 4 r/; Tilfgjhypotese > t +r’ g;—i-[ >>b:'>;-§-£’§;—i-£’],po,c)]

[M3.2(d)y, PV« hypothetical three two d”][M3.2(d)y, Jass “M3.2(d)-h"]
M3.2(d), "' S F Vh:Ve:VrVsth > rZthh=>sZthh=ry

IM3.2(d)n "% Ac.ax. ((S’FVh VtVr vsh:»r_tkb;'»séw
t=

\—1
II”C’
le+
=~
[Io
tn
ﬁ
ey
%
<
o
o
—+
(€]
w0
@
v |

M3.2(d)(I) > s 2 sEtS>rot>ris>
hssZisrlisy ésMPg>h=>s_t:>r§;:>5§§>h:§§;>>
h=r2t=3rEsMPioh>rZ2t=2rEfs>h=3r2t>h=rLs] pg,0)

Flere af de ovenstaende satninger afviger fra den oprindelige version ved at de
har erstattet hypoteser med forudsaetninger. Dette giver mening i de
kommende lange beviser idet man for hver forudseetning sparer den modus
ponens der skal til for at fjerne en hypotese. Det kraever til gengeaeld at
forudssetningerne er bevist.

4.6 Lemma M3.2(h)(I)

Nu er fundamentet lagt til at induktions beviset kan pa begyndes. Som sagt
gnskes satningen [x +y = y 4+ X] bevist for alle x og y. For at folge Mendelson
vil beviset derfor blive fgrt i tre trin ved induktion over y.

[M3.2(h)(I) VY < Jemma prime 1 three two h one”][M3.2(h)(I) *= “M3.2(h) (I)”]

[M3.2(h)(1) "3 §" F x+0 2 0+
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proof

[M3.2(h)(I) =" Ac A P([S F 85" > x+0 £ x; M3.2(f) > Vi:t £

0+t A @x>VEtZ2 0+t > x 2 0FMP > VEE 20+t = %2
0FxpVEtZ 0+t > xZ204+5M3.2(c) >x+0Z2 x> x20+x=>x+02
0+ MP >x+02x=2x20+x=2>x+0204x>x+02x>x20Fx=>
xFO0Z 0+ MP >xZ0Fx=2x+0204+xpx204+x>%x+02
04x],po,¢)]

Bemeerk at der ikke laengere benyttes termer (repraesenteret ved metavariable),
men konkrete variable hvilket skyldes at axiom S9 ikke er gyldigt for vilkarlige
termer. Som det kan ses giver det nogle ekstra linjer i beviset nar et resultat
for en konkret variabel skal konverteres til det tilsvarende resultat for en anden
variabel.

Der mangler stadig resultatet for M3.2(f):

[M3.2(f) X “mendelson three two £7][M3.2(f) & «

M3.2(f)”]

[M3.2(f) "2° S - Vi £ £ 04+

IM3.2(F) X" AcAP([S F AL > x = x = 3 M3.1(S5)p > x = x = x =
0+0Z20;M320b)>x=2>x=23>x=204+020>x=2x23x=>02

0+OMP >x=2x3>x=20204+0px=2x=2x>020+0,MLL7 >t 2
0+t =2>t20F5M31S2 ) t2 0+t t20Ft>t 20+t 2

04t M3.1(S6'), >t 204+t = 04+t 204+, M3.2b)y >t 20+t =041 2
0Ft 2 0ttm 018 20+ M32(nt201is ¢ R0t il
0+t=204+t 204+t >t 204tV 204+1;Cen' >t 20+t 2040 >
VET 20+t =2t 2041589 >020+0 Vet 20Ft2V 2040 =
VETZO0FEMP 020402 VRt 204tV 2040 2 VEE 20402
0+0>vitZ 0+t 204t 2 VEt 204 MP VL2 0+t 2
04t > Vit 20t io Vit 204t ¥ 2010 > Vit 2 01t],po,0)]
M3.2(f) er et fuldt induktionsbevis, hvor der i forste del udnyttes refleksivitet
af lighed og i anden del transitivitet af lighed. Induktions axiomet bliver fgrst
instantieret mod slutningen efter at begge dets hypoteser er bevist som
tautologier. Linje 7-11 illustrerer brugen af den teknik, der tillader at fore
formelle beviser uden referencer til deduktions seetningen og uden at gdelaegge
bevisets overskuelighed. Den lidt spgjse brug af [z] i starten af beviset skyldes
at beviset stammer fra den oprindelige Peano side hvor M3.2(b) kun var vist i
en hypotetisk udgave. Der tilfgjes derfor en vilkarlig tautologi fgr seetningen
bruges for derefter at blive smidt vaek.

Med M3.2(f) fuldsteendigger forste del af beviset for kommutativet, nemlig det
simple tilfeelde hvor [y] er [0].
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4.7 Lemma M3.2(g)

Inden M3.2(h) kan afsluttes er der brug for et sidste, men ganske omfattende
induktionsbevis:

[M3.2(g) VX« Jemma prime 1 three two g”][M3.2(g) = “M3.2(g)”]

M3.2(g) 5" S -y +x £ y+x]

IM3.2(g) "2 AcAxP([S' F S5 > ¢/ F02 985 > y+0 2§82 >y +02
Yy H0 2V MP oy 02y Sy b0 2y sy i02y sy b
YiM32(d)(ID) >y 02y > y+0 2y =2y 02 y4+0;MP >y +0
VS Y02y Sy oty iy 02y syt 2y sy ol
yFOMP Dy 40 2y Sy +02y+0oy+0 2y >y +0=

v+ MLT >y +x 2y i) =y Fx 2y 3 M3.1(S6), >y Fx 2y 45 =
VA Y EM3L(S2 )y Fx 2y i Sy Fx 2y i >y Fx 2

VAR Sy A By R M320)n >y Ax 2y FX Sy 42

YKy Fx By Sy FX By R >y Ex By 4K Sy X2

VA X M3A(S6 ), >y +xZyFx =y Fx 2y EM3A(S2 ) >y Fx 2
VAN Sy Eyi >y dxEyix Sy 2y M32(d)L >y Fx 2
y_|_X/:>y/+xlgy+xlll>y/+xgy+x/:>y+xllgy+xll>>y/+xgy+xlz>
VAX Zy+x89 >V F+0E2y+0 2y +xE2yix =y X 2y i =
vy Fx 2y 4R MP Y F02y 0 S ey Fx 2y EX Sy 42

VX Sy FxEyEN sy 02y F0 > vy dx 2y Sy i 2
VX VY Fx 2y 4K Gen' by Fx2ydx Sy A B2y >

ViV Fx 2y Sy 4K By MP Yoy Fx 2y bR Sy Ex 2
VX Sy Fx By iR oy Fx 2y FR SV AR By R > ey Fx 2
VX ALY x> VY FxZyFR Sy Fx 2y +5MP > Vsey Fx 2

VX =Sy Fx 2y i ey Fx 2y 4 >y +x 2y 45T, po, )]

itk

Ligesom i M3.2 (f) er det transitivitets ssetningerne, der binder de forskellige
linjer sammen i beviset mens udsagnene der kombineres i dette bevis stammer
fra axiomerne S2, S5 og S6. Jeg har med vilje byttet om pa variablene x og y i
forhold til Mendelsons formulering idet M3.2(h)(II) bruger saetningen i den
formulering. Jeg slipper derfor for at bruge Gen og A4 til at skifte variable.

4.8 Lemma M3.2(h)(II)

Nu kan den sidste hypotese i induktionen bevises. Med udgangspunkt i axiom
S6 og forrige resultat kan beviset strikkes sammen ved symmetri og
transitivitets seetningerne:

[M3.2(h)(IT) P« lemma prime | three two h two”][M3.2(h)(IT) s “M3.2(h)
(7]

M3.2(h)(I1) "B &' s +y 2y s =%ty 2y 4%
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proof

[M3.2(h)(II) "% AchP([S'H\m7>>x+y3y+xs'>x+y2

y 4% M3.1(S6)y, >>x+y—y—|—x:>x—|—y x+y M3.2(g) >y +x &

v+ x'; Tilfgjhypotese >y +x 2y +x' > x+y Zyfx =y Fx 2
yHXGMBA(S2)n >k Fy 2y Fx 2 xdy By fiosxdy Eydis sty 2
Y M32(c)y > xFy Zydbx ity Exdy o xdy By dx iy 2
VX > xdyZydx=a x4y 2y M32d) > xdyEyFx = by 2
yHX ety Eyda Sy FxEyEx s xFy 2y Fx S x4y 2y 4], po,0)]

4.9 Lemma M3.2(h)

[M3.2(h) P < lemma prime 1 three two h”][M3.2(h) ¥ “M3.2(h)”]
[M3.2(h) "B S - Vs Wy x4y £y 4%

[M3.2(f) X < Jemma prime 1 three two {”][M3.2(f) s “M3.2(f)”]
Nu kan brikkerne samles ved en sidste gang at instantiere S9:

M3.2(h) "2 A P([S'FSY > 502 0bx = Wyixdy 2ydx=xiy 2
Vx2S Wex 4y 2y M3.2(h) (1) > x40 2 04+ % M3.2(h) (1) > x4y 2
VIxSxFy 2y ixGen' >xdyZyix=xdy 2y dx>yixiy 2
yEx Sy 2y % MP’M{LORO{LX;'»W x+y3y+x;'»5<+y =
y+x:>Vy x+y—y—|—x>x+0—0+x>>Vy x+y—y+x:>x+y

y +x:>Vy x+y—y+x MP’ > Vy: x+y—y+x:>x+y Ly +x:>

vy: x+y—y+x>Vy x+y—y+x=>x+y L2y ix>vyxdy2

y4x; Gen' > Vy:x+y Zy4x>> YWy x4y £ y+x], po, )]

r 2

Beviset er afsluttet og siden godkendt af Logiweb serveren.

5 Konklusion

Beviset er i hovedtraek gennemfort som beskrevet i Mendelson, men hvor
Mendelson bruger deduktions seetningen (M2.5) som garanti for eksistensen af
et bevis, har kravet til denne opgave veeret konstruktionen af et sadant bevis.
Derfor er der to grundleeggende strategier, man kan folge:

Implementer et program, der konstruerer et bevis med hypoteser udfra et
bevis med forudsaetninger. Jeg er overbevist om at dette kan lade sig ggre
inden for Logiweb systemet, men vil kraeve at man benytter veesentlig mere
kompliceret og grundlaeggende funktionalitet i systemet end det er der er
benyttet til denne side.

Alternativt kan man som illustreret i rapporten hvorledes man udleder
seetningerne, med udgangspunkt i den konstruktive algoritme bag M2.5. Ved
omhyggeligt at konstruere hjelpesatninger baseret pa deduktions algoritmen
kan man manuelt modificere sine beviser uden at de bliver uoverskuelige eller
eksploderer i stgrrelse.
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A Pyk definitioner

A.1 Sidens navn
[proofreport ey “proofreport”]

A.2 Modus ponens

tex

x>y PYE hypothetical modus ponens *”][x >}, y — “#1.
\unrhd_h #2.”]

macro

x>y "2 At As A My(t, s, ¢, [[x >y = MP) > x> y]])]

x>y = P s macro modus ponens =" |[x >y “= “41,

\unrhd #2.”]
ey "5 A As AcMal(t s, ¢, [[x 2y = MP' > x> y]]))

A.3 Variable

[x RIS peano var”][x " ¢
\dot{#1.
1] [xP YK Gy g peano var”|[x” X gy,

{} 7 {\cal P}7]

P Y x £ [X]]

[a iy “peano a”[a "% ¢
\dot{\mathit{a}}”]

[@ ™29 At As. Ae. Ma(t,s, ¢, [[a = a]])]

A.4 free og nonefree

[monfree(x, y) A “peano nonfree * in * end nonfree”][nonfree(x, y) teX «
\dot{nonfree} (#1.
s 2.

)] [norffree* (%,y) Rigg ‘peano nonfree star * in * end
ex «

nonfree” | [noﬁfree (x y) =

\dot{nonfree} *(#1

, H2.

)]
[nonfree(x, y) s
If(yp, X = Y,
If(—\y = |—‘€x: y—| , noﬁfree* (X, yt),
If(x = y!, T, nonfree(x, Y

21



[noﬂfree (x,y) 3 x'If(y,T If (nonfree(x, y), noﬂfree*(x, yY), F)]

[free(a|x := b) 25 iy “peano free * set * to * end free”][free(a|x := b) “% ¢
\dot{free}\langle #1.

| #2.

= #3.

\rangle”|

[free* (a|x := b) Ay “peano free star * set * to % end free”][free* (a|x := b) “% «
\dot{free}{} «\langle #1.

| #2.

= #3.

\rangle”] [a]

val

[free( |x = b) — x!b!

If(a”

If(—a é Wu:v},frée* (at|x :=b),
If(a' = x,T,

If (nonfree(x, a), T,

If (-monfree(a’, b), F,

free(a’(x := b})))))]

[free” (afx := b) “® xIblIf(a, T, If (free(a®|x := b}, free* (at|x := b), F))]

tex

[a=(b|x :=¢) = iy “peano sub # is * where * is * end sub”][a=(b|x :=c) = “#I.
{\equiv}\langle #2.

43

=74,

\rangle”] [a=(*b|x :=¢) By “peano sub star x is * where x is * end
sub”][a=(*blx 1= c) “= “#1.

{\equiv}\langle"x #2.

43,

=#4.

\rangle”]

[a=(b|x :=c) 4 aixlel

IF(If(b £ [Vu:v],b! £ x,F),a = b,

If(b” Ab £ x,a = ¢, If

a = b,at=("b'|x := c), F)))]

[a={*b|x := c) e bix!c!If(a, T, If (a"=(b"|x := c), a’=(*b|x := c), F))]

A.5 Variables of Peano arithmetic

[b pyk “peano b”][b tex «
tex

\dot{\mathit{b}}"], [¢ 2 “peano ¢”][¢ =
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\dot{\mathit{c}}"], [d 2 “peano d”][d ‘= «
\dot{\mathit{d}}”], [¢ = Riy “peano ¢”][& <X ¢
\dot{\mathit{e}}"], [f = iy “peano f7][f & «
\dot{\mathit{f}}"], [§ 2 “peano g”][g = «
\dot{\mathit{g}}"], [ 2 “peano h”[ 5«
\dot{\mathit{h}}"], [i =5 iy “peano 1]
\dot{\mathit{i}}"], [j > “peanc j°][j ‘= «
\dot{\mathit{j}}”], [k Riy Yy “peano k| [k <«
\dot{\mathit{k}}"], [[ 2 “peano 1”][] ¥ «

tex «

Z

dot{\mathit{l}}”], [m py “neano m” Ef «“
\ ; P
\dot{\mathit{m}}”], [» = pyX “peano n”][n tex «
ot{\mathit{n 0 = “peano o =
\dot{\mathit{n}}"], [> > “peano o”][o = «
dot{\mathit{o}}” [ %{ “peano 3‘ “
\ , [P p p”
ot{\mathit ¢ — “peano tex
\dot{\mathit{p}}"], [§ 2> “peano q ][ ‘
ot{\mathit 7 — “peano r’ 7'”
\dot{\mathit{q}}"], [i- 2 “peano r”][i- = «
\dot{\mathit{r}}"], [5 A “peano s”][§ 3
ot{\mathit{s P “heano t7][F X«
\dot{\mathit{s}}"], [t 2 “p ][ :
dot{\mathit{t}}”], (@ BYk « eano u”’ pha g
\dot{\ {7 [ P
dot{\mathit{u}}”], [v vk « eano v ][y B «
\ : P
\dot{\mathit{v}}"], [& 22 “peano w”][w < «
vk tex

|

\dot{\mathit{w}}"], [& 2
\dot{\mathit{x}}"], [¥ 2

\dot{\mathit{y}}"] [z >
\dot{\mathit{z}}”]

peano X[z =

<
~

43 [

peano y’ ][y 3(

= |

“ “

peano z”][3 =

|

[i) MO At As A My(t, s, ¢, [[b = b]])], [¢ 25 At s Ae. My (t,s, ¢, [[¢ = ¢]])],
d " At ds A Mul(t,s, ¢, [[d = )], [6 "5 AAs de Mu(t s, ¢, [[e = €]])],
magre )\t.)\s.)\c./\/l4(t,s c, Hf 1], [§ ™25 At.ds.Ac. /\/l4(t s, ¢, [[g = gﬂ)]
h S )\t.)\s.)\c.M4(t,s c, Hh R, [2 755 Mtds. e My(t, s, ¢, Hz H)],

J 2 [ ™0 XedsAe Ma(t,s,c, [k = m%,

AT At As. A Myt s, ¢, H
A At As. . M4(t s,¢, []

d
f
;
[ [ = =1D], [m AT At As. \c. /\/l4(t s, ¢, [[m = m]])],
[ "2 At As. . M4(t s, C, n

(£

[i

[
[¢
[4
[2

[ = ']]1)]7 [0 ™55 Mt As. e Ma(ts, ¢, [[0 = 9] ])],

[
b A A My(t,s ¢ [[p = p]])]s [§ T At s Ae. Myt s, c, Hq qmls
i e )\t.)\s./\c../\~/14(t s,c, [[F=1]])], [6 ™25 At.As.Ac. ./\/l4(t s,¢, [[5 =3]])],
20 Nt As A My(t, s, ¢, [[E=1]])], [ ™25 At As. Ac. M4(t s, ¢, [[& = a]])],
b "2 At s Ac. M4(t s,c, [[0 = V]])], [w ™25 At.As.Ac. /\/14(t s, ¢, [[w = w]])],
& "B At As A My(t, s, ¢, [[2 = X)), [7 55 At s e My(t, s, ¢, [[4 = ¥]1)],
AT A As A My(t,s, ¢, [[2 = 2]])].
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A.6 TgX definitions
A.7 Test

A.8 Priority table

[proofreport gy
Preassociative
[proofreport], [base], [bracket * end bracket], [big bracket * end bracket],
[math * end math], [lush left [«]], [>:], yl, [2], [[* < #]], [ = *]], [pyk], [tex],
[mamel, [prio], [+], [T], [if (+, x, %], [[x = «]], [vall, [claim], [L], [f(+)], [(+)"], [F], [0],
(1), 2}, 3], 41, 5], 6], 7). 8], [9, 01, [11, 121, [3], [4], [5). [6]. [7], 8], [9], [a], [B], c]. [d],
[e], [f], [g], [h], [i], [i], [K], 1), [m], [n], [}, [p], [a], [1], [s], [t], [u], [V], [w], [()™], [
#)], [array {+} * end array], [, [c], [t], [empty], [(+ | % := #)], [M()], )], U ()],
[UM ()], [apply (%, *)], [apply; (, *)], [identifier(x)], [identifier; (*, *)], [array-
plus(x, *)], [array-remove(x, *, )], [array-put (x, , *, x)], [array-add (x, %, *, *, *)],
[bit(*, *)] [bity (*, )], [rack], ["vector"},["bibliography"], ["dictionary"],
body '], ["codex"], ["expansion"], ["code"], ["cache"], ["diagnose"], ["pyk"],
,["texname"], ["value"], ["message"], ["macro"], ["definition"],
unpack |, ["claim"], ["priority"], ["lambda"], ["apply"], ["true"], ["if"],
"quote"], ["proclaim"], ["define"], ["introduce"], ["hide"], ["pre"], ["post"],
(%, %, %)), [E2(k, *, %, %, %)], [E3(k, *, %, %)], [E4(*, *, *, *)], [lookup(x, *, )],
abstract(*,*,*,*)],[[*H,[M(*,*,*)],[Mg(*,*,*,*)] [M* (%, %, %)], [macro],
sol. [zip (s, )], [assoea (, )] [(+)7], sel] [l = o]] e = o] [l = <],
]

If (, *,

e 2 )] [ 2 ], [ "2 4] [Priovity table[s]], [Vh], [Ma(x)], [Ms ()],
Mo, 9)], IM e, 9)], [Q (o, 5, )], (Do %, )], (O, , )], [0 e, )],
()] [aspect (. #)]. [aspect(x. =, ], [(+)]. [fuple, (+)]. [tuple, (+)] [leta (. #)]

lety (, )], [[* claim ], [checker], [check(x, *)], [checka (x, * :S)] [checks (x, *, *)],
check* (x, )], [checks (x, £, )], [£]], (4] ], [4]°] [msg], [+ "= 1], [<strmt>],

st «]], [HeadNil'], [HeadPair’], [Transitivity’], [ L], [Contra’], [T%],
Lu], [+], [A], [B], [C], [D], [€], (7). [G], [M], [Z], [7], [K], [£], [M], [N], (O], [P], [Q),
R], S, [T], [,

], V], DV, 1X], V)L [Z] [Cx | o= )], [ [ 5= )], [0], [Remainder],
(*)V], [intro(x, *, x, *)], [intro(x, *, )], [error (x, x)], [errorg(*,*)} [p roof(* *, )],
roofs (x, )], [S ( )], [+, %)], [SD(* )], [S 1( 2 6)], (ST (%, )], [ST (%, %, %)],
SF(x, )], [87 (%, %, %)), [S ( )], [51_(*7*’*)]7[5*( )], [ST(x, *)]
S5 (¢, %, %)), [5@(* )], [S (* *,%)], [S” (%, %)], [S (* #,%,%)], (S (x, %)),
St (%, %, %, %)], [8" (%, )]7_[3{6'(*7*1*»*)] (S5 (5, %, *,*)]7[5V(* )],
SY (%, %, %, %)], [Si (%, *)] [S; (%, %, %)], [Sa(x, %, %, %)], [’T( )], [claims(x, *, *)],
claimss (*, *, *)], [<proof>], [proof], [[Lemma x: %]], [Proof of x*:x]],
[* lemma *: «]], [[* antilemma x: x]], [[* rule *: «]], [[* antirule *: ]|,

verifier], [V1 (#)], [Va (x, #)], [Vs (x, #, 5, )], Va o, )], Vs o, 2, 5, 9)], DV (o, )],
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V7 (#, %, %, %)], [Cut(x, *)], [Headg (x)], [Tailg (x)], [rule (x, *)], [rule(x, *)],

Rule tactlc] [Plus(x, *)], [Theory x|], [theorys (x, %)], [theorys (x, *)],

theoryy (x, , *)], [HeadNil"”], [HeadPair”], [Transitivity”], [Contra”], [HeadNil],

HeadPair|, [Tran51t1v1ty] [Contra], [Tg], [ragged right],

ragged right expansion |, [parm(x, *, x)], [parm* (x, *, )], [inst(*, *)],

inst* (%, *)], [occur (x, *, *)], [occur® (x, %, *)|, [unify (x = =, *)], [u nlfy (x = *,%)],

unify (+ = %, #)], [La, [Lol, (L], [Lal, [Lel: (Ll (L (L. (L, (L), [, (L2, (L),

L], [Lol, [Lp], (L), (L, (L], (L], (Ll (L], ool (L), [Ty, (L], (L], [Lig], (L],

L ] [ } [ } [LG] [LH]v [Ll]a [LJ]v [LK]7 [LL]v [LM]’ [LN]v [Lo], [LP]’ [LQ]’ [LR]7

L ] [ ] [ ] [LV] [LW]a [LX]ﬂ [LY]v [Lz], [L'?]a [ReﬂeXiVitY]v [R?ﬂeXiVityl]a

Commutativity], [Commutativity,], [<tactic>], [tactic], [* S «]], [P (, %, ¥)],

P (,#,%)], [po], [conclude; (x, x)], [concludes (x, *, * )], [concludes (x, *, , x)],

concludes (+, ). 0], [i], 2], [a]. 0], [¢]. [d] [¢]. 171,91, [n], [4): [5); [K1, [0, [om], [,

o, [p], [a], 7], [3], [¢], [a], [0], [@], 2], (4], [2], [nonfree(x, )], [nonfree (x, )],

ree (x| x —*>] [free ([ —*>] =] —*>H*E<**|* = )], [], [A1], [A2]],
3] [A4], [A5T], [S1], [S2'], [S3'], [S4), [S5'], [S6], [ST'], [S8'], [S9'], [MP'], [Gen'],

2(a)’], [nani nase kita...:54], [nani nase kita...:55], [nani nase kita...:56],

M3.2(b)], [M3.2(c)], [M3.2(d) (D), [M3.2(d) (I1)], [M3.2(f)], [M3.2(2)],

M3.2(h)(I)], [M3.2(h)(I1)], [M3.2(h)], [nani nase kita...:66], [M3.2(d)y],

M1.10(a)], [M1.10(b)], [M1.10(b_)], [M1.10(b4 )], [MP} +], [Tilfpjhypotese, ],

[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[¢
[fre
(A
[L3
[
e
{ M1.7], [MP1 ], [Tilfgjhypotese], [Geny ], [M3.2(a)], [M3.2(a)n],

ML7.],

M3.2(b)n], [M3.1(S1")1], [M3.2(c)y], [M3.1(S2")y], [M3.1(S5")n], [M3.1(S6")n],
M3.2(1)]:

Preassociative

Le o3 ], ], Do 1], D fet]], D fet]], 5

Preassociative

[ 7], 1], ()], [string () + =], [string(x) ++ #], |

*s [, (B, 7], (], (8], (0%, [&ex], [, [(o], [)#], [exd, [l [ 5], [, o], [/4],
(0], [1#], [2+], [3], [4], [5], (6], [7], [8+], [9%], [:], [; #], [<#], [=], [>+], [7],
[@x], [Ax], [Bx], [Cx], [D+], [E+], [F], [Gox], [Hx], [I«], [J#], [K], [Lot], [M], [N+],
(0], [P+], [Qx], [Rx], [S], [T, [Us], [Vx], [Wok], [Xt], [Y 5], [Z#], [[], [\#], [1%], [+,
[, ] ], (o] o] <], o], [, ], o] ], [, o] ], ], ], o,
(0], [ax], [rx], [s#], [tx], [we], [vel, [we], [exd, [yed, [, [{#], (1], (], 74,
[Preassociative x; x|, [Postassociative x; x|, [[«], ], [priority * end],
[newline %], [macro newline *|;

Preassociative

[+0], [*1], [Ob], [*-color(*)], [*-color™ (x)];

Preassociative

EREINERETF

Preassociative

1, e, DV, D], ], ], [, ], ], DO, [, [, [0, [, [, [, 1],
(], B2, B2, L], B0, 00, BT OB, ), B, V), €, 7L [

Preassociative
[% - %], [% 0 %], [* *];
Preassociative
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[* + *]7 [* +o *]7 [* +1 *}v [* - *]7 [* -0 *]7 [* —1 *]7 [* + *];
Preassociative

[+ U {a}], [+ U ], [\ {});

Postassociative

o o] e ], o o] [ 2 o] ] [ 420
Postassociative

[, *];

Preassociative

[k R o], [k & 8], [ o #], [ 2 %], [+ o #], [6 = o, [k 5 %], [ = 4], [ 5 o], [ = 4],
[* € #], [*x Cp *], [* z ], [* = %], [* free in *], [* free in™ x|, [* free for * in *],
[+ free for*  in %], [* € *], [* < ], [* <’ ], [* <’ ], [* & #], [¥];
Preassociative

[=#], [5

Preassociative

[ A K], [ A ] [ A ], [ Ac ], [ A #);

Preassociative

[ Vo], [ || #], [ V], [x V]

Preassociative

[Vs: %], [Fx: #];

Postassociative

[ = #], [« = #], [x & #;

Postassociative

[* ], [*!x];

Preassociative

* .

* )

Preassociative

[A* ], [Ax], [if * then x else x|, [let * = x in %], [let * = x in x];
Preassociative

1], (2], BV B [ [

Preassociative

[*@*]7 [* > *]’ [* > *]7 [* > *]’ [* > *]7 [* >n *];
Postassociative

[ b ], [* B %], [* Le. «];

Preassociative

[Vk: *];

Postassociative

[* @ *;

Postassociative

[*; *];

Preassociative

[* proves x;

Preassociative

[* proof of x: x|, [Linex* : % > «; %], [Last line x > % O],

[Line * : Premise > x; %], [Line x : Side-condition >> *; x|, [Arbitrary > x; %],

s

[*
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[Local > * = x; *J;
Postassociative
[* then x], [x[  ]*];
Preassociative
[x&x*];
Preassociative

[\\#];]
B Index
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